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r = Φε(θ, z)
➌ç♣◆✐
z ∈ [−1, 1]➛
✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
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4π|x̃(z) − x(θ′, z′)|γ
ε(θ′, z′)dθ′
)



































uεtot( ▲ (θ, z)) q(z) dz dθ = 0 ∀ q ∈ H−1/2moy (Γε).
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δε(r)2πr dr = 1,
∀ϕ ③✑♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙♣◆❣❻❵ , ∫ ϕ(x, y)δε(
√
x2 + y2) dxdy →
ε→0+
ϕ(0),




























δε(r)Iε(z)v(r, θ, z) = −
∫
ΩR
fv ∀v ∈ H1(ΩR),
∫
ΩR
































































































aε ∈ L2([−1; 1]) ➛✲P✺◗❙❱✜②❛❱✑➥❻❢❻❥➑❜❦❥❸♣◆❢✡♣r➌ aε ❥♠❵✬②❛❱❯❷♠✈➤❴◆❱❯②✘❜❦♣✝❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢❥✠❉➛
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❖❯✌✎☞ ✉❫✕❩★✜✕✗✑✔❲❛✱✈✑✔✕❩✬✮❲❀✑✔✇❯✘
➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐✬✈✘❵❞✇❻✈r③✭❱❺♣r➌☞✐❦❱✑➌ç❱❯✐❞❱❯❢❻③✑❱ E = R3 ➛➍❪❉♣ E ◗➟✈r❵✺✈✹❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷⑥❚✘✈r❢❙❥➑➌ç♣◆❷♠②✴❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❣❙✐❦❱r➛✲➜➣◗❙❱✭❢✴➊✸❱❨➊✬✐❦❥❸❜❞❱✜■ ▲ ❏➊✸❱✵✐❞❱✭➌ç❱✭✐➷❜❦♣✕✈✌✇▲♣r❥♠❢◆❜✸♣①➌ E ✈r❵♦✈✗❚✘✈r❢❙❥❸➌ç♣r❷➉②✿➢r❜❦◗❉❣❻❵♦❥♠❢❻②❛❱❯✇➟❱❯❢❻②❙✈①❢■❜❦❷❸❴✹♣①➌➦✈①❢❉❴✹③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱✵❵❝❴❛❵❝❜❞❱✭❚✴➛✎➜➡❱❨➊✬❥❸❷♠❷❻♣r➌Ü❜❞❱❯❢✐❦❱✑➌ç❱✭✐❨❜❞♣✡♣r➓❛qs❱❡③❄❜✯❵❬✐❦❱✭❷➉✈✚❜❦❱❯②✴❜❦♣ E ✈r❢❻②➈❵❞♣❿❥♠❢❻②❛❱✭✇▲❱✭❢➟②❙✈①❢■❜✌♣①➌➠✈r❢■❴❇③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱✕❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✴➢✿❵❝❣➟③✯◗➈✈r❵❬➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❨➌ç♣r✐➊✬◗❙❥➉③✯◗✡➊✸❱✜➊✬✐❦❥➑❜❦❱
u( ▲ ) ➛➜➐❱♦➊✬❥♠❵❞◗✌❜❞♣❬❱✭❚✘✇❙◗❻✈◆❵❝❥♠➏✭❱➷❜❦◗❙❱➍②❛❥❸â⑥❱✭✐❦❱✭❢❻③✭❱➍➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢✌❜❦◗❙❱♦❚✝✈①❢❻❥➑➌ç♣◆❷♠②✜❵❝❜❞✐❦❣❻③❄❜❦❣❙✐❦❱♦♣①➌ E ➢✚✈①❢❻②✌❥❸❜❦❵☎✐❞❱❯✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❥♠❢✴③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱✜❵❞❴❛❵s❜❦❱✭❚✝❵✭➛➍➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷☎✐❞❱✭➌ç❱✭✐✺❜❞♣❿✈✘✇▲♣r❥♠❢■❜ ▲ ∈ E ➊✬❥❸❜❞◗ 3 ③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵✺③✯◗❙♣■❵❝❱❯❢✡❥♠❢❇✈✝❵❝❱✭❜❬②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢◆❜➌ç✐❦♣r❚ E ➛✲è❙♣◆✐✎❱✭↔❛❱✭❚✘✇❙❷❸❱✺➊✸❱➠➊✬❥♠❷♠❷❛❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷❸❷♠❴✌✐❞❱✭➌ç❱✭✐✎❜❞♣✜✈❨✇➟♣◆❥❸❢■❜✲❣❻❵❞❥❸❢❙❼✌❥❸❜❦❵✲③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢✕③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵ (x; y; z) ∈ R3 ➛➜➐❱❁➊✬❥♠❷❸❷✲❣❻❵❞❱✗➌ç♣◆❣❙✐✜③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱✕❵❞❴❉❵❝❜❞❱❯❚✝❵✭➛✜P✺◗❙❱✕➥❻✐❦❵❝❜✌❥♠❵❬❜❞◗❙❱✘③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢➋❵❝❴❛❵❝❜❞❱❯❚ ➊✬❥➑❜❦◗➡③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❨②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱❡②
(x; y; z)







































❦✗⑤⑥❦✗⑤✾❤ ⑦✗❝ ❅ ➭ ➂❇✻Ô➄◆➃❙➱➠➄ ➵➦➵ ➂➤➸❀✻✾✽✎➃❛➁ ➭ ➀
➆ ❢✘❜❞◗❻❥♠❵➠②❛♣❛③✑❣❙❚✘❱✭❢■❜✸➊➠❱✬➊✬❥♠❷❸❷▲③✑♣◆❢❻❵❝❥➉②❛❱❯✐➍③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵➷♣◆❢✹❜❞◗❙❱❨❣❙❢❙❥❸❜➠❵❝✇❻◗❙❱✭✐❦❱











1 − ν2 cos θ ν ∈ [−1; +1],
y =
√
















2 \{OS2+ , OS
2
− } →






























(ξ2 − 1)(1 − ν2) cos θ ξ ∈ [1; +∞[
y =
√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) sin θ ν ∈ [−1; +1]
z = ξ ν θ ∈ [0; 2π]
î➦❱✭❜
Uel = E \ {x(x, y, z) | x2 + y2 = 0 }
➛➋➜➐❱✡②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱

















































































ξ2 − 1 d
2ξ +
ξ2 − ν2
1 − ν2 d
























































































x = ε ζ
√
1 − ν2 cos θ ζ ∈ [0; +∞[
y = ε ζ
√
1 − ν2 sin θ ν ∈] − 1; +1[
z =
√
1 + ε2ζ2 ν θ ∈ [0; 2π].
P✺◗❙❱✜❱✭↔❉✇❻✐❞❱❡❵❞❵❞❥❸♣◆❢✧♣r➌☎❜❞◗❻❱✜❚✹❱❡✈r❵❞❣❙✐❦❱❺➊✬❥❸❜❞◗✩❜❦◗❙❱❯❵❞❱✜③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✸❥♠❵ ε2ζ
ξ (ξ
2 − ν2)dζdνdθ ➛
❖❯✌✼⑩ ✉❫✕✗✦✤✬✮✕❋❘✣✑✔✓✎❳❶❲✍✱❣✘❬✕✗❘❑❘✫✓❷★✜❸







❦✗⑤⑨♠❩⑤⑥❦ ❺✩➭ ➀❯➄r➂❇✻ ❝ ➁✺✻ ➵ ✽ ➵❨❃ ➁❆❅ ➭ ✿ ➭❉➵ ➽ ➭ ➁✭➂ ➯
➜➐❱❁➊✬❥♠❷❸❷✲❢❙♣✚➊④②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓▲❱✕❜❦◗❙❱❁❼◆❱✭♣◆❚✹❱✭❜❞✐❦❴✡➊✸❱✕➊✺✈①❢■❜❨❜❞♣✡③✭♣r❢❻❵❞❥➉②❛❱✭✐❬➌ç♣r✐❺♣r❣❙✐✌✈①❢❻✈r❷❸❴❛❵❞❥♠❵❯➛✌è☞❥♠✐✯❵s❜❺♣①➌➍✈①❷♠❷✲➊➠❱❁➊✬❥♠❵❞◗❇❜❦♣
③✑♣◆❢❻❵❞❥♠②❛❱❯✐✵✈①❢✴♣r✇▲❱✭❢❇❵❞❱✑❜
Ω ⊂ E ❜❞◗❻✈①❜✵➊➠❱✗✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘❱✌❜❞♣✝➓▲❱ C∞ ➛➠➜➡❱✜➊✬❥♠❷❸❷☞✐❞❱✭➌ç❱✭✐✺❜❦♣✘❜❞◗❙❱✗❣❻❢❙❥➑❜❺❵❝❱❯❼r❚✘❱✭❢■❜✬❷❸♣❛③❯✈✚❜❞❱❡②➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢➋❜❞◗❙❱❁✇➟♣◆❥❸❢■❜❦❵
(0; 0; 1)
✈①❢➟②









(Γε) : ξ2 = 1 + ε2Φ2(ν; θ) , ν ∈ [−1; +1] ✈r❢❻② θ ∈ [0; 2π].
P✺◗❙❥➉❵✬❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢✡➊✬✐❞❥❸❜❝❜❦❱✭❢✴❥❸❢❇❵❦③✭✈r❷❸❱❡②✡③✭♣■♣◆✐❦②❙❥❸❢❻✈①❜❞❱❡❵➠➓▲❱❯③✭♣r❚✘❱❯❵✺➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❱




• ▼❻❤ ➅ Φ ❥♠❵ C∞ ➢
• ▼❼❦ ➅ P✺◗❙❱✭✐❦❱✌❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵✬✈✘③✭♣r❢❻❵❝❜❦✈r❢◆❜ Φ0 ❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜ Φ0 < Φ(ν; θ) ∀ν ∈ [−1; +1] , ∀θ ∈ [0; 2π] ➢



























































ε \ {OΓε+ , OΓ
ε
− } →] − 1,+1[×(R/2πZ)
❜❞◗❙❱✹③✯◗❻✈①✐❞❜
❜❞◗➟✈✚❜✵❚✝✈①✇❻❵❬✈①❢❉❴❿✇▲♣r❥♠❢◆❜
x ∈ Γε ➊✬❥❸❜❞◗❇❱❯❷❸❷♠❥❸✇➟❵❝♣◆❥♠②❙✈r❷➦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (
√














Zεpr = {x(ξ; ν; θ) ∈ R3 | ε2Φ2(ν; θ) < ξ2 − 1 < 2ε},
Zεlo = {x(ξ; ν; θ) ∈ R3 | ε < ξ2 − 1},
T ε = Zεpr ∩ Zεlo = {x(ξ; ν; θ) ∈ R3 | ε < ξ2 − 1 < 2ε}.
➜➐❱➡➊✬❥♠❷❸❷✌③✭✈r❷❸❷ Zεpr
❜❦◗❙❱➐❢❙❱❯✈r✐❿➥❻❱❯❷♠②→➏✭♣r❢❻❱r➢❬✈r❢❻② Zεlo







❵❞❣❻③✯◗➔❜❞◗❻✈①❜ { ▲ (ξ; ν; θ) ∈ R3 | ξ < 3ξ0} ⊂ Ω ➛➙P✺◗❙❱❯❢➣➊➠❱➋②❙❱✑➥❻❢❙❱











❦✗⑤➇♦✲⑤✾❤ ⑦ ➁❯➃✔✽☞➸✎➃❛➂✚➸ü➀ ❝ ➃❙➄ ➭
➜➐❱➐❵❞❥❸❚✘✇❙❷♠❴➣②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱ H = { v ∈ H1(ΩR)
❜❡➛ ❧









➛ä➜➣❥➑❜❦◗ä❜❦◗❙❥➉❵✝❵❝❱❡❵❞❧■❣❙❥♠❷❸❥♠❢❙❱❡✈①✐❁➌ç♣r✐❞❚✴➢ H ❥➉❵✝✈①❢ä➎❬❥❸❷♠➓▲❱✭✐❞❜✝❵❞✇❻✈◆③✑❱r➛ä➜➡❱➊✬❥♠❷❸❷✬✈①❷➉❵❞♣➈✐❦❱✑➌ç❱✭✐❁❜❞♣➡❜❞◗❻❱✡♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐ A : H → H ②❙❱✑➥❻❢❙❱❡②➹➓❉❴ (Au; v)H =
∫
ΩR
























v ◦ (φΓεel )−1(ν; θ) γε(ν; θ)dν dθ.
➜➐❱✹②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ Hε0 = { v ∈ H
❜❡➛ ❧
v|Γε = 0 }
➛ ➆ ❢➉➈✑⑨❉➛♠é✕➊✸❱✕❣❻❵❞❱✗❜❦◗❙❱✹♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐ Aε0 : Hε0 → Hε0 ②❛❱✑➥❻❢❻❱❯②➋➓❉❴
(Aε0u; v)H = (Au; v)H ∀u, v ∈ Hε0
➛


































































−1 ◦ φΓεel (OΓ
ε







−1 ◦ φΓεel (OΓ
ε





















✈①❢❻②✩❵❝◗❻♣✚➊ü❜❞◗➟✈✚❜ G ❵❞❥➦✈ C∞ ➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢♣r❢ü✈➞❢❻❱✭❥♠❼r◗❉➓➟♣◆✐❞◗❻♣■♣❛②➔♣①➌
Γε
➛④➒❬❱✭➥❻❢❙❱










x ∈ E ➊✬❥❸❜❞◗✼③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢ã③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵ (x, y, z) ✈①❢❻②ã❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷✬③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵ (ξ, ν, θ) ➢➍➊✸❱✡◗➟✈➤➧r❱
ξ = φ(x, y, z)
➛❨➜➐❱❁❵❞◗❙♣✚➊ ❜❞◗➟✈✚❜
φ2 − 1 ❥➉❵❺✈ C∞ ➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢➈♣r❢ φcar(E \ J)
➢➦✈①❢➟②
φ2(x, y, z) − 1 > 0 ➌ç♣r✐✈①❢❉❴












φ2(x, y, z) − 1 = −(1 − x
2 − y2 − z2) +
√






φ2 − 1 ➛✝➜➡❱②❛❱✭➥❻❢❙❱ G ❥♠❢❇③✭✈r✐❝❜❦❱❯❵❞❥♠✈r❢✡③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵✸➓❉❴
φcar ◦ G ◦ φ−1car(x, y, z) = (
x√
φ2(x, y, z) − 1
,
y√


























✈✚❜❦❱❯②➋î☎❱✭❼◆❱✭❢❻②❛✐❦❱✌➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➛❨ý ②❛❱✑❜✯✈①❥♠❷❸❱❡②❇✇❙✐❦❱❯❵❞❱✭❢■❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✴♣①➌➷❜❦◗❙❱❯❵❞❱✗➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵❬❥➉❵❨❼r❥♠➧r❱✭❢✴❥♠❢ãì♠é❯ÿ í ➢ ③✯◗❻✈①✇➦➛Ø⑨❉➛✵❲❬♣①❜❦❱
➓❉❴❿❜❦◗❙❱✜➊✸✈➤❴❿❜❞◗❻✈①❜✵❜❞◗❙❱❡❵❝❱✌➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✵✈①✐❦❱✌❢❙♣①❜❨❢❙♣r✐❦❚✘❷❸❥♠➏✭❱❡②✧❥♠❢
L2(I)







→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯➣❦✗⑤✾❤



















u◦ (φΓεel )−1(ν, θ)
❏
❥♠❢❻❵s❜❦❱❯✈◆②✿➛➷➜➡❱✗③❯✈①❢✩✐❞❱✭➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈✚❜❦❱❬❜❦◗❙❥➉❵✵③✑♣◆✐❞♣◆❷❸❷➉✈①✐❦❴✘➊✬✐❞❥❸❜❞❥♠❢❙❼







u ∈ H1/2(S2). å ÷ æ







































κ, ε0 > 0
❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï ∀ε ∈]0, ε0[ ➙ ∀u ∈ H1/2(Γε) Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ R(u) ∈ H1(ΩR) ❐✭Õ✚Ï●Ò➉❐çÙ✯❒✚ÒÜÖ❑➛
R(u)|Γε = u
Õ①Ö❄➒ ‖R(u)‖H1(ΩR) 6 κ‖u‖H1/2(Γε) ù











➛➷î➦❱✭❜ G : E → E ➓▲❱✌✈✹➓❙❥ qs❱❯③✑❜❞❥♠➧r❱❺➌ç❣❙❢❻③✑❜❞❥♠♣r❢↕åÜ❜✯✈①➨◆❱❺③❯✈①✐❦❱❜❞◗➟✈✚❜✵❜❦◗❙❥♠❵ G ◗❻✈r❵✬❢❻♣①❜❞◗❻❥❸❢❙❼❿❜❞♣✧②❛♣✝➊✬❥❸❜❞◗➋❜❞◗❙❱ G ♣①➌➷❷♠❱✭❚✘❚✝✈✧⑧❛➛♠é❯æ✑➛ G ❥➉❵❬②❛❱❡❵❞③✭✐❞❥♠➓▲❱❯②✩❥❸❢❇❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷☞③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵➓❉❴✝❜❞◗❻❱✌➌ç♣r✐❦❚✕❣❙❷➉✈



















♣①➌✁➈❄⑧❛➛ Þ ➛ Þ ➢✵➊✸❱
❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱❇➥❙↔❛❱❡②✼❢■❣❻❚✕➓▲❱✭✐✯❵
1 < ξ′∗ < ξ0
✈①❢❻②
















u ◦ G ∈ H1(ΩR)
➊✬❥➑❜❦◗




Jac (G−1el ) =
ξΦ2√
1 + (ξ2 − 1)Φ2











ξ2 − ν2 =
1 + (ξ2 − 1)Φ2 − ν2
ξ2 − ν2 =
ξ2 − 1
ξ2 − ν2 Φ
2 +
1 − ν2


















|u ◦ φ−1el (ξ, ν, θ)|2
ξ′2 − ν′2
ξ2 − ν2 |Jac (G
−1








|u ◦ φ−1el (ξ, ν, θ)|2 (ξ2 − ν2)dξdνdθ
➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❥♠❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵




















































































(ξ′2 − 1)|∂(u ◦ G)
∂ξ′
|2 6 κ (ξ2 − 1)|∂u
∂ξ
|2,
(1 − ν′2)|∂(u ◦ G)
∂ν′
|2 6 κ (1 − ν′2)(ξ2 − 1) |∂u
∂ξ
|2 + κ (1 − ν2) |∂u
∂ν
|2
6 κ (ξ2 − 1) |∂u
∂ξ




(ξ′2 − 1)(1 − ν′2) |
∂(u ◦ G)
∂θ′
|2 6 κ ξ
′2 − ν′2














6 κ (ξ2 − 1)|∂u
∂ξ
|2 + κ ξ
2 − ν2
































|∇u(ξ, ν, θ)|2(ξ2 − ν2)dξdνdθ
➊✬◗❙❥➉③✯◗✡❥♠❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵
















































































(ξ2 − 1)|∂v∂ξ |2 + 1ξ2−1 |∂v∂θ |2dξ dν dθ+∫
ΩR









































➆ ❢➹❜❦◗❙❱✩✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼➡❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱✧➊✸❱✡◗➟✈➤➧r❱✧❣➟❵❝❱❡②↕❜❞◗❻❱✧➌Ô✈◆③❄❜✹❜❞◗❻✈①❜ |rα′(r)| = |α(r)| ➛ä➜➡❱✩❣❻❵❞❱✧❜❦◗❙❱✴③✯◗❻✈①❢❙❼◆❱✧♣r➌➧✚✈①✐❦❥♠✈r➓❙❷♠❱
ρ =
√


































6 κ (1 +


















































l ∈ N ✈①❢❻② m ∈ [−l, l] ➢♦➊➠❱❇✈r✐❞❱✴❷♠❱❯②ã❜❞♣➐❜❞◗❙❱❇❱✭↔❛❥♠❵❝❜❞❱❯❢❻③✑❱✴♣①➌ κ > 0 ❥❸❢❻②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②❙✈r❢■❜❿♣①➌ ε ❵❝❣❻③✯◗ä❜❞◗➟✈✚❜
‖R(u)‖H1(ΩR) 6 κ ‖u‖H1/2(Γ̆ε)
➛➍❲❬♣✚➊➙❷♠❱✑❜✵❣❻❵❬②❛❱✑➥❻❢❻❱✕✈✹❷❸❥❸➌Ü❜❞❥♠❢❙❼ R ❚✝✈①✇❙✇❻❥❸❢❙❼ Γε ❥♠❢■❜❞♣ H1(ΩR)
➓❉❴❿❜✯✈①➨❉❥♠❢❙❼
➌ç♣r✐✜✈r❢■❴
u ∈ H1/2(Γε) ➢ R(u) = [R(u ◦ (G−1)|Γ̆ε)] ◦ G
➛❁è✎❥♠❢❻✈①❷♠❷❸❴➈➊➠❱✘③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱❁❜❞◗❙❱✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈✴③✑♣r❚❁➓❙❥♠❢❙❥❸❢❻❼
❜❞◗❻❱✌❜s➊➠♣✘✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✹✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❦❵✺❱❡❵s❜✯✈①➓❙❷♠❥➉❵❝◗❙❱❡②✩❥❸❢✡❜❞◗❙❥➉❵✬✇❙✐❦♣❉♣①➌s➢
‖R(u)‖H1(ΩR) = ‖[R(u ◦ (G−1)|Γ̆ε)] ◦ G‖H1(ΩR) 6 κ ‖R(u ◦ (G−1)|Γ̆ε)‖H1(ΩR)
6 κ ‖u ◦ (G−1)|Γ̆ε‖H1/2(Γ̆ε) = κ ‖u ◦ (φΓ
ε
el )
−1 ◦ φΓ̆εel ‖H1/2(Γ̆ε) = κ ‖u‖H1/2(Γε).


























































(uε; pε) ∈ H ×H−1/2(Γε) ❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜
∫
ΩR













fv ∀v ∈ H,
∫
Γε






(uε; pε) ∈ H×H−1/2(Γε) ❵❝❣➟③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜
(Auε; v)H + 〈pε; v〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) = −
∫
ΩR
fv ∀v ∈ H,

















































































































aε( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|
4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′ ∈ H1loc(Ω).
➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱



















u ∈ H1loc(Ω \ J)

















4π|x− x ′| dx
′ ∈ H1loc(Ω).




χ : Ω 7→ R ②❛❱❯③✭✐❞❱❡✈r❵❞❥❸❢❻❼❿❵❝❣❻③✯◗➋❜❞◗❻✈①❜❬❜❞◗❻❱✭✐❦❱✕❱✑↔❛❥➉❵s❜✯❵ ξ0 > 0
❷♠❥♠➨r❱✕❥♠❢➲➈❄⑧❛➛ Þ ➛ Þ
➌ç♣r✐✬➊✬◗❻❥♠③✯◗
χ( ▲ ) = 1 ❥➑➌ ξ < ξ0 ✈①❢❻② χ( ▲ ) = 0 ❥❸➌ ξ > 2ξ0 ➛♦➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱
ũ( ▲ ) = χ( ▲ )
∫
J
a( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|































u− v ∈ H1loc(Ω)
∆(u− v) + k2(u− v) = 0 ❥♠❢ Ω,
u− v = 0 ♣◆❢ ∂Ω,












G ▲ ′ ∈ H1loc(Ω \ { ▲ ′})
∆G ▲ ′ + k2G ▲ ′ = δ ▲ ′ ❥♠❢ Ω
G ▲ ′ = 0 ♣◆❢ ∂Ω
G ▲ ′ ♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼




Greg▲ ′ ∈ H1loc(Ω),
∆Greg▲ ′ + k2Greg▲ ′ = 0 ❥❸❢ Ω,
Greg▲ ′ ( ▲ ) = − e
ik| ▲ − ▲ ′|
4π| ▲ − ▲ ′|
➌ç♣r✐ ▲ ∈ ∂Ω,
Greg▲ ′ ♣◆❣❛❜❞❼◆♣r❥♠❢❙❼ .
✂✺✈r❵❞❥♠③❯✈①❷☎③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵❬❵❞◗❙♣✚➊ ❜❞◗❻✈①❜
( ▲ ; ▲ ′) 7→ Greg( ▲ ; ▲ ′) ❥➉❵❨✈ C∞ ➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢➋❥❸❢ O ×O ➛ ➆ ❜❨❥➉❵❨✈r❷♠❵❞♣✝❱❯✈◆❵❝❴❜❞♣✝❵❞❱✭❱✌❜❦◗❻✈✚❜
G( ▲ ; ▲ ′) = e
ik| ▲ − ▲ ′|
4π| ▲ − ▲ ′| +G
reg( ▲ ; ▲ ′). å●⑨ræ
è❙♣◆✐❨✈r❢■❴ ▲ ′ ∈ J ➢ Greg▲ ′ ❥➉❵❨✈✡❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢✴❜❞♣✧❜❞◗❙❱❁◗❙❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✹❱❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢➋✈r❢❻②❇❥➉❵❨❵❞❚✘♣■♣r❜❞◗➋❥♠❢❇❜❦◗❙❱✕❢❙❱❯❥❸❼◆◗❉➓➟♣◆✐❞◗❙♣❉♣❛②♣①➌ ▲ ′ ➛♦❳❬❵❞❥❸❢❙❼✝②❛❱❡③✑♣◆❚✹✇▲♣◆❵❞❥❸❜❞❥♠♣r❢➞å●⑨①æ✸➊✸❱✜❵❝❱❯❱❺❜❞◗❻✈①❜ uε1 ③❯✈①❢✩➓➟❱✜➊✬✐❦❥➑❜❞❜❞❱❯❢
uε1( ▲ ) =
∫
J
aε( ▲ ′)G( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ =
∫
J
aε( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|












































ξ → 1 ➛P✺◗❙❱✕③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✬➌ç♣◆✐❨❵❝❜❞❣❻②❛❴❉❥♠❢❙❼✧❵❞❣❻③✯◗➋✈①❢❇❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢✴➊✬❥❸❷♠❷✎➓➟❱✕➌ç♣r✐❦❚✘✈r❷➦❥♠❢➈✈✘➥❻✐✯❵s❜❺❵s❜❦❱✭✇➦➛✵❳❨❵❝❥♠❢❙❼❿❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵
åÔû■æ✺✈①❢❻②➐å➴⑧❙é❯æ✸♣①➌✎❜❞◗❻❱✗✈①✇❙✇▲❱✭❢❻②❙❥➑↔✿➢❙➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱
uε1( ▲ ) =
∫
J
aε( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|











| ▲ − ▲ ′| +
∫
J
aε( ▲ ′) − aε( ▲ )





ik| ▲ − ▲ ′| − 1











































′ ➛☞➜➡❱➍◗❻✈➤➧r❱✲❣❻❵❞❱❯②❨❜❞◗❻❱➷➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✬❥♠❢❙❼✺❥➉②❛❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴ |x−x′| =
√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2
→ |ν − z| ➊✬◗❙❱❯❢ ξ → 1+
➛♦➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱






























|(uε1 − uε1,as)(ξ; ν; θ)|2 dθ dν,
‖ ∂
∂ξ



























❥➉❵✌③✯◗❙♣◆❵❞❱✭❢➐❵❝❣❻③✯◗➈❜❞◗❻✈①❜ ‖P̃l‖L2(I) = 1
➛❁❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐❬❥♠❢➡❜❞◗❙❱✝③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵
❜❞◗➟✈✚❜✬➌ç♣r❷♠❷♠♣✚➊✜➢❛➊➠❱✜✈r❵❦❵❞❣❙❚✘❱❨❜❦◗❻✈✚❜
ε < ξ2 − 1 < 2ε ➛
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
⑧r⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐



































































































4π|z − ν| dz
∥∥∥
L∞ξ ⊗L2ν(T ε)



















































































ξ2 − 1 ln
1






































ik| ▲ J− ▲ ′| − 1





ik| ▲ − ▲ ′| − 1





ik| ▲ J− ▲ ′| − 1












|eitk| ▲ − ▲ ′| − eitk| ▲ J− ▲ ′|| 6 t k
∣∣∣| ▲ − ▲ ′| − | ▲ J − ▲ ′|






ik| ▲ − ▲ ′| − 1





ik| ▲ J− ▲ ′| − 1













ik| ▲ − ▲ ′| − 1






aε( ▲ ′) itk ∂
∂ξ
{| ▲ − ▲ ′|} eitk| ▲ − ▲ ′| dt d ▲ ′.
➎✵❱✭✐❦❱✌❥♠❵✬✈r❢❇✈①❣❛↔❛❥♠❷❸❥➉✈①✐❦❴❿③✑♣◆❚✹✇❻❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢➞å ▲ (ξ; ν; θ) ✈r❢❻② ▲ ′(0; z; θ) æ✑ê
∂
∂ξ
{| ▲ − ▲ ′|} = ∂
∂ξ
√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2 = ξ − νz√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2
.
❲✵♣①❜❦❱❺❜❞◗❻✈①❜








ik| ▲ − ▲ ′| − 1





ik| ▲ J− ▲ ′| − 1










• ❹➠➭ ➂✚➽ ♠❳❬❵❞❥❸❢❙❼✹❜❦◗❙❱✜❢❙♣①❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺♣①➌☞❜❞◗❙❱✜✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼✝❵❞❱❯③❄❜❦❥❸♣◆❢➦➢❛➊✸❱❺◗➟✈➤➧r❱
∫
J
aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ −
∫
J












aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ −
∫
J


































|aε( ▲ ′)|2d ▲ ′
∫
J




Greg▲ ′ ( ▲ )
∣∣2
︸ ︷︷ ︸









aε( ▲ ′)Greg( ▲ ; ▲ ′) d ▲ ′ −
∫
J
aε( ▲ ′)Greg( ▲ J ; ▲ ′) d ▲ ′
}





• → ➵ ✽✎➄r➱Ô➼✎➀❆✻ ➵ ✽P☎♣✝③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻②❛❱✌➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱✌♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✡❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❁❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵
‖uε1 − uε1,as‖2L∞ξ ⊗L2ν(T ε) 6 κ ‖a
ε‖E3(I) ε1/2 ln 1/ε,
‖ ∂
∂ξ






⑧ ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐

























(Γε) : ζ = Φ(ν; θ).
è❙♣◆✐✵✈✹➓➟❱✭❜❝❜❞❱❯✐✵❥♠❢◆❜❦❱✭✐❦✇❙✐❦❱✑❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢✡♣①➌✎➌ç❣❛❜❞❣❙✐❦❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✯❵✺➊➠❱✌❥♠❢■❜❞✐❦♣❉②❙❣❻③✑❱❺❜s➊✸♣✹❢❻❱✭➊ ❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥➉③✭✈①❷✿❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵❯➛
♦✲⑤✾❤❄⑤✾❤ ➽❇➵ ➂✚➽➹➃❙➱✼✻✾❈ ➭ ➸✡✿ ➭❉➵ ➽ ➭ ➁✭➂❇✻Ô➄◆➃❙➱➍➀ ❝ ➃❻➄ ➭
P✺◗❙❱❁➥❻✐✯❵s❜✌♣①➌♦❜❦◗❙❱❯❵❞❱✘❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵❬❥➉❵✌②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱❡② Ê ➛✜➜➐❱✹②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱ ̂▲ ❜❞◗❻❱❁✇▲♣r❥♠❢■❜❦❵❺♣①➌ Ê ➛❁➘✸✈①✐❞❜❞❱❯❵❞❥➉✈①❢➈③✭♣■♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵❨♣①➌➍✈✇▲♣r❥♠❢◆❜ ̂▲ ➊✬❥♠❷❸❷➦➓▲❱✗②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱❯② (x̂; ŷ; ẑ) ✈r❢❻②✩③✑❴❉❷❸❥♠❢❻②❛✐❦❥➉③✭✈①❷➦③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵✸➊✬❥❸❷♠❷✿➓➟❱✗②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱❯② (ζ; θ; ν) ➢▲❵❝♣
x̂ = ζ cos θ ŷ = ζ sin θ ẑ = ν
➜➐❱❺✈r❷♠❵❞♣❁②❛❱✭➥❻❢❙❱





➢ ▲ (ζ; ν; θ) ∈ Ωε ⇔ ̂▲ (ζ; θ; ν) ∈ ΩN ➛✌❲❬♣①❜❦❱✕❜❦◗❻✈✚❜ Ê ❥➉❵❨✈r❢❙♣①❜❦◗❙❱✭✐❺❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❥➉③✭✈r❷☞❵❞✇❻✈r③✭❱✗✇❙❣❛❜❥♠❢✩③✭♣r✐❦✐❞❱❡❵❝✇▲♣r❢❻②❻✈r③✑❱❬➊✬❥➑❜❦◗ E ➛ ➆ ❢ Ê ❜❞◗❙❱✌➊✬❥♠✐❞❱✜②❛♣❉❱❯❵✸❢❙♣r❜✬②❙❱✭✇▲❱✭❢❻②✡♣r❢ ε ✈①❢❉❴❉❚✘♣r✐❦❱r➛✲î➦♣❉♣r➨❉❥♠❢❙❼❁✈①❜✺✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✝❵➠❥♠❢ Ê❥♠❢❻❵s❜❦❱❯✈◆②✧♣r➌ E ❥➉❵✺❷❸❥♠➨r❱✌❣❻❵❞❥❸❢❙❼❿✈✹❚✝✈①❼◆❢❙❥❸➌ç❴■❥♠❢❙❼✘❼r❷➉✈r❵❦❵❯➛
♦✲⑤✾❤❄⑤⑥❦ ❹ ➂✚➃✫✽✎➀ ❾▲➭ ➂✚➀ ➭ ✿ ➭■➵ ➽ ➭ ➁✭➂❇✻➴➄r➃❙➱➠➀ ❝ ➃❙➄ ➭
P✺◗❙❱✴❵❝❱❡③✑♣◆❢❻②➹♣r➌✵❜❞◗❙❱❡❵❝❱✴❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵❁❥♠❵✘✈➡❼r❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥➉③✭✈①❷➠✇❙❷➉✈①❢❙❱✡❜❞◗❻✈①❜✹➊✸❱✴②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱ Ê⊥
➛↕➜➡❱✴➊✬❥♠❷❸❷✬②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱ ̂▲ ⊥ ❜❞◗❻❱✇▲♣r❥♠❢◆❜✯❵✧♣r➌ Ê⊥ ➢❨✈r❢❻②✼❜❞◗❻❱✭❥♠✐✡✇▲♣r❷➉✈①✐✴③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵✝➊✬❥♠❷♠❷❺➓▲❱➡②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱❯② (ζ; θ) ➛ ➜➐❱➡➊✬❥♠❷♠❷❨❥➉②❛❱✭❢■❜❦❥➑➌ç❴ü✈ã✇➟♣◆❥❸❢■❜✡♣r➌
(̂▲ ⊥(x̂; ŷ); ẑ) ∈ Ê⊥ × R ➊✬❥❸❜❞◗✩❜❦◗❙❱✜✇➟♣◆❥❸❢■❜ ̂▲ (x̂; ŷ; ẑ) ∈ Ê ❵❝♣ Ê⊥ × R ③✑♣◆✐❞✐❦❱❯❵❞✇➟♣◆❢❻②❙❵➠❜❞♣✝②❛❱❡③✑♣◆❚✹✇▲♣◆❵❞❥❸❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌ Ê❥♠❢✁■❞❵❞❷❸❥➉③✑❱❡❵❢❏❄➛☞➜➐❱✜➊✬❥♠❷❸❷☎✈r❷♠❵❞♣✝②❛❱✭❢❻♣①❜❞❱◆ê
ωN (ν) = {x̂⊥(ζ; θ) ∈ Ê⊥ | ζ > Φ(ν; θ)}










































































































































































































W 1,−1(Ê⊥\DRN ) = {U ∈ L2loc(Ê⊥\DRN ) |
U(̂▲ ⊥)
|̂▲ ⊥| ln |̂▲ ⊥| ∈ L
2(Ê⊥\DRN )
✈r❢❻② ∇U ∈ L2(Ê⊥\DRN )}.
➊✬◗❙❥➉③✯◗➞❥♠❵❯➢☞✈◆③✭③✑♣◆✐❦②❙❥❸❢❙❼✩❜❦♣➐ì♠é❆✠ í ➢☎❜❞◗❙❱✧❢❻✈✚❜❦❣❙✐❦✈r❷➷➧✚✈①✐❦❥♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻✈r❷✲❵❞✇❻✈◆③✑❱✹➌ç♣r✐✗➓❻❥♠②❛❥♠❚✘❱✭❢❻❵❞❥♠♣r❢❻✈r❷➍î☎✈r✇❙❷♠✈◆③✑❱✘✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✝❵✌❥♠❢
❣❙❢❉➓▲♣r❣❙❢❻②❙❱❯②✩②❛♣r❚✝✈①❥♠❢❻❵❯➛ ➆ ❢✡✇❻✈r✐❝❜❦❥♠③✭❣❙❷➉✈①✐✬✈✗➌ç❣❻❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢







|U(ζ; θ)| < +∞ ➛
➌➍➭ ➽➹➽ã➃ ♦❩⑤✼❤
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒


















‖U(ζ; θ) − α− ln ζ‖θ,∞ = 0.
Õ➨➒①❮❁ÒÜÏ➴❐✕Õ✙↔❛Ö➟Ò✾➩❍↔❻Ý✜❐✭Ð✚×➫↔❛Ï●ÒÔÐ✚Ö ù











Ũ(̂▲ ⊥) = − ln | ▲̂ ⊥| ➌ç♣◆✐ ̂▲ ⊥ ∈ ∂ωN (ν).
P✺◗❙❱❯❢
ln |̂▲ ⊥|+Ũ(̂▲ ⊥) ❥♠❵➷❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢✗❜❞♣❺❜❦◗❙❱✬✈①➓▲♣✚➧r❱➍✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✴➛✎è❻♣r✐✎❜❞◗❙❱✺❣❙❢❻❥♠❧■❣❙❱❯❢❙❱❯❵❦❵✭➢r❥➑➌ V ❥➉❵➷✈①❢❻♣①❜❞◗❻❱✭✐➷❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢❜❞♣✹❜❦◗❙❥♠❵✵✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✴➢❉❜❞◗❙❱❯❢




U − V ∈W 1,−1(ωN (ν)),
∆⊥(U − V ) = 0
❥♠❢
ωN(ν),























bε(ν) = bε(x) = bεν
➢❛➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱❺➥❻❢➟✈①❷♠❷❸❴✝❜❦◗❙❱✜❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜s❴
























(ν, θ) γ̂ν(θ) dθ = 1.























r → +∞ ➛✍☎❺♣r❥♠❢❙❼❜❞♣✴❜❦◗❙❱✝❷♠❥❸❚✘❥❸❜✗➌ç♣r✐















❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï⑥Ù✑Ð✚Ú
ε









(ν, θ) dθ − 1
∣∣∣ < κε.
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅






1 − ν2 d




















































)1/2 γ̂ν n̂ν,ζ = Φ.





































































(θ) dθ = 2π
➢❻◗❙❱✭❢❻③✭❱❺❜❞◗❙❱✗②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✡✐❞❱❡❵❝❣❙❷❸❜❯➛
❿✜✌✼⑩ ➡➢❴✰❭❚❲✍★❚✘✛✓❜✦❂★➄✓✎★✧❘✫❙✜✕✐★✜✕❩✓✎❸✤❙➳➂➋✦③✑✔❙✜✦❯✦✰✯❱✦③✖➼✓❷★✰➟➠★❚✓❢❘➨✥
















[−1; +1] ✈◆❵❬✈✘➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢➈➧➤✈r❷❸❣➟✈✚❜❞❱❡②✴❥❸❢ W 1,−1(Ê⊥ \DRN )



























































V0 : ν 7→ Vν,0
➢
❜❞◗❻❱✭❢❇✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼❁❜❞♣✹❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞❱❡③✑❱❯②❙❥❸❢❙❼✘✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵
Uε1 ( ▲ ) = bε(ν) ln ζ + bε(ν)V0(ν) + o(1) ➛♦ý❬❵✵✈✘③✑♣◆❢❻❵❞❱❯❧■❣❙❱✭❢➟③✑❱
Uε1,as( ▲ ) = bε(ν) ln ζ + bε(ν)V0(ν).
✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑧rÿ
♦✲⑤⑨♠❩⑤⑥❦ ⑧ ➂➤➂ ➵ ➂ ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭ ➀
î➦❥♠➨r❱➍❥❸❢✜❜❦◗❙❱✺❵❝❱❡③❄❜❞❥♠♣r❢✗②❙❱❯②❛❥➉③✭✈①❜❞❱❯②✜❜❞♣✵❜❦◗❙❱♦➌Ô✈r✐➦➥❻❱❯❷♠②➦➢✚➊➠❱➠✇❙✐❞♣✚➧◆❱➷❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵✿➌ç♣◆✐☎❜❦◗❙❱➍❢❙❱❡✈①✐☎➥❻❱✭❷➉②✿➛✲ý❬❵✎✈✵③✑♣◆❢❻❵❝❱❡❧■❣❙❱✭❢❻③✭❱
➊✸❱❺➊✬❥♠❷♠❷➦✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❱❨❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱❯❵✺➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥♠❢❙❼✹❧■❣❻✈r❢■❜❞❥❸❜❞❥♠❱❯❵
‖Uε1 − Uε1,as‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) ‖
∂
∂ξ
{Uε1 − Uε1,as}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε)
✈①❢➟② ‖∆Uε1‖L2(Zεpr)
• ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭✡➵❄❃ ‖U ε1 − Uε1,as‖2L∞ξ ⊗L2ν(T ε)➜➡❱✜♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢✴②❛❥♠✐❞❱❡③❄❜❞❷♠❴


































‖Uε1 − Uε1,as‖2L∞ξ ⊗L2ν(T ε) 6 κ ‖b
ε‖E0(I) ε1/2
• ➭ ➀❯➁✺✻➴➽➹➃❛➁ ➭✡➵❄❃ ‖ ∂∂ξ{Uε1 − Uε1,as}‖2L∞ξ ⊗L2ν(T ε)➜➡❱✜◗❻✈➤➧◆❱
∂
∂ξ





































{Uε1 − Uε1,as}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) 6 κ
1
ε1/2



























|bε(ν)|2 + (1 − ν2)|d b
ε
dν
|2 + | d
dν








|k2(1 − ν2)Uε1 |2 6 κ2 |bε(ν)|2 ln2
1
ε
|k2ε2ζ2Uε1 |2 6 κ2 |bε(ν)|2
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
Þ ❹ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐❡➢❻✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✝❜❦♣❿❜❞◗❻❱✹✈◆❵❞❵❞❣❙❚✘✇❛❜❞❥♠♣r❢➋❜❞◗❻✈①❜
Φ(ν; θ) = Φ(ν)
➊✬◗❙❱✭❢ |ν| > ν0
➢✿➊✸❱✕♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢➋❜❞◗❻✈①❜





































































u0( ▲ ) + uε1( ▲ ) − U ε1 ( ▲ ) −→
ε→ 0▲ ∈T ε
0
❲✵♣✚➊ ✐❦❱✭✇❙❷➉✈r③✭❥❸❢❻❼✴❜❞◗❙❱✝❜❦❱✭✐❦❚✝❵✗❥♠❢↕❜❞◗❙❱✡✇❙✐❦❱❯③✑❱❡②❛❥♠❢❙❼❇❥♠②❙❱✭❢■❜❞❥❸❜s❴➞➓■❴➡❜❞◗❻❱✭❥♠✐✕✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜❞❥♠➧r❱✝❱✭↔❛✇❻✈①❢❻❵❞❥♠♣r❢➦➢✲✈①❢❻②➞✐❦❱✭✇❻❷♠✈◆③✑❥♠❢❙❼
■ → 0 ❏❺➓■❴✙❏ = 0 ❏❄➢❛➊✸❱❺♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢☎ê








































































2 = ln(4) + V0(ν)
✈①❢➟②
v0(ν) = −4π u0,as(ν)














|ν − z| dz +
∫ +1
−1































|z − ν| dz

















































n ➱ Ý✃➛◆Ý✭Ö❄➒①Ú❞Ý✎❰❻Ð✚×Ø❒✚Ö⑥Ð✚❮✹ÒÔÕ✚×➟Õ①Ö❄➒ Wn−1 Ò➉❐✰➒◆Ý✾➪➍Ö▲Ý↕➒❐➏✭❒❨Ï ➎ Ý☎Ù✑Ð✚Ú❄❮➆↔❛×❸Õ✈❒✃❮❑❰➅Ï✰➛rÒ✷➧➤Ý✭Ö✝ÒÜÖ✡Õ✯❰r❰❻Ý✑Ö❶➒✚Ò✟➐✃ ù ❮ ➙ Ï ➎ Ý✭Ö
(APn)(ν) = 2Wn−1(1)Pn(ν).










(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2






































Þ ⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
➆ ❢❇✈r②❙②❙❥➑❜❦❥❸♣◆❢➦➢❛❢❙♣①❜❦❱✌❜❞◗❻✈①❜
































































































➆ ❢❻②❛❱❯❱❯②✴➊✸❱✗✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷☎❥❸❢➈✈r✇❙✇▲❱✭❢❻②❛❥❸↔❇ý✗➛ï⑧❛➢➟❜❞◗❻✈①❜❨î➦❱❯❼r❱✭❢➟②❛✐❞❱✜✇▲♣r❷♠❴❉❢❙♣r❚✘❥➉✈①❷➉❵✵②❛❥➉✈①❼◆♣r❢❻✈r❷❸❥♠➏✭❱✌❜❦◗❙❱✗♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐ L ➢ ∂ν(1 −










< +∞ k = 0 . . . n} ➛✌➜➡❱✹❥♠❢◆❜❦✐❞♣❛②❛❣➟③✑❱✕❥♠❢➋❜❦◗❙❱
❵❦✈①❚✘❱✌❚✘✈r❢❙❢❙❱❯✐✺❜❞◗❙❱✗❵❞✇❻✈r③✭❱❯❵





< +∞ k = 0 . . . n}








|2 < +∞ }.
✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ Þ◆Þ
➜➐❱➡③✭✈r❢✼❼r❱✭❢❻❱✭✐✯✈①❷♠❥❸➏❯❱✴❜❞◗❙❥➉❵✡②❙❱✑➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢➣❷♠❥♠➨r❱➋❥♠❢✼❜❞◗❙❱➐③✭✈◆❵❝❱❇♣r➌✗❪❛♣r➓▲♣r❷♠❱✭➧✼❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵ ∀s ∈ R, Es(I) = {u ∈












































































































T : Eε → Eε ❥➉❵✬✈①❷♠❥❸❢❙❱❡✈①✐✬♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐❡➢■❜❞◗❙❱❯❢
‖T ‖n = sup
{
‖Tx‖En(I) | x ∈ Eε
❱✭❜ ‖x‖En(I) = 1
}



























aε + πεBaε = πεv0
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
Þ ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽Ò➷ ⑤✾❤
➭ Ð✚Ú
ε > 0


















✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅





























































































(ln 1ε2 Id + A
ε)−1
❥➉❵✌❢❙♣r✐❦❚✝✈①❷●➛✹ý❨❵✜✈















































‖Bx‖En(I) | x ∈ En(I)




















































Id+A+B)aε = v0 + τ
ε
Õ✚Ö❶➒ ∀r, s ∈ N, ∃κ > 0 ❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï ‖τε‖Er(I) 6 κ εs ù







Id+Aε + πεB)aε + (Id− πε)aε
= πεv0 + (Id− πε)Baε

















(Id− πε)En(I) ⊂ En(I) ➌ç♣◆✐✵✈①❢❉❴ n ➛





s ∈ N ✈①❢➟②✩❵❞◗❙♣✚➊→❵❞❱✭✇➟✈①✐✯✈✚❜❞❱❯❷❸❴✘❜❦◗❻✈✚❜✕åÔ➊✬◗❙❥➉③✯◗✩❴❉❥♠❱✭❷➉②❙❵✸❜❞◗❻❱✗③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻❵❝❥♠♣r❢▲æ❄ê
(i) ∃κ1 > 0
❵✭➛ ❜ ‖(Id− πε)u0‖Er(I) 6 κ1εs,
(ii) ∃κ2 > 0



























































































ε→ 0 ➛ ➆ ❢✘✈➥❻✐✯❵s❜➍❵❝❜❞❱❯✇✝➊➠❱✬➊✬❥♠❷♠❷❙❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱ ‖u0 +uε1−Uε1‖2L∞
ξ
⊗L2ν(T ε)




























‖u0,as + uε1,as − Uε1,as‖2L∞ξ ⊗L2ν(T ε) 6 κ ‖a
ε‖E3(I) ε.
➆ ❢❇③✑♣◆❢❻③✑❷♠❣❻❵❞❥❸♣◆❢✧➊✸❱✜◗❻✈➤➧r❱
‖u0 + uε1 − Uε1‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) 6 ‖u0 − u0,as‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) + ‖u
ε
1 − uε1,as‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε)
+ ‖U ε1 − Uε1,as‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) + ‖u0,as + u
ε
1,as − Uε1,as‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε).






















{u0 + uε1 − Uε1}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) 6 ‖
∂
∂ξ
{u0 − u0,as}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε) + ‖
∂
∂ξ
{uε1 − uε1,as}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε)
+ ‖ ∂
∂ξ
{Uε1 − Uε1,as}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε)
+ ‖ ∂
∂ξ
{u0,as + uε1,as − Uε1,as}‖L∞ξ ⊗L2ν(T ε).
‖ ∂
∂ξ















κ1, κ2 > 0
ÒÜÖ❄➒rÝÑ❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ✚Ö➟Ï✺Ð❝Ù














































































































(ln 1ε2 Id + A
ε)−1πεv0
➛✡P✺◗❙❱❯✐❞❱✝❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵






































































Id+Aε) aε + πεB aε = πεv0
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
Þ û ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐






















aε( ▲ ′) e
ik| ▲ − ▲ ′|
4π| ▲ − ▲ ′| d ▲
′ ∈ H1loc(Ω).
❺✩➭❬Ù ✽❀✻ç➁✺✻ ➵ ✽ ➵❄❃ ➁✺❅ ➭ ✽ ➭ ➃❙➂ Ù✎➭ ➱➴➸
è❙♣◆✐✵✈①❢❉❴














α ∈ C ❵❯➛ ❜ lim
ζ→+∞
‖ Ûε1,ν(ζ; θ) + α+
aε(ν)
2π







χ : R → [0; 1] ②❛❱❡③✑✐❦❱❯✈r❵❞❥♠❢❙❼✡❵❞❣❻③✯◗➡❜❞◗❻✈①❜ χ(x) = 0 ➌ç♣r✐ x > 1 ✈①❢➟② χ(x) = 1 ➌ç♣◆✐ x 6 0 ➛❪❉❣❙✇❻✇➟♣■❵❝❱ ▲ ◗❻✈r❵✺❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷✿③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (ξ; ν; θ) ➢❙❜❞◗❻❱✭❢✴➓❉❴✡②❛❱✭➥❻❢❙❥❸❜❞❥♠♣r❢
χε( ▲ ) = χ(ξ


























❺✩➭❬Ù ✽❀✻ç➁✺✻ ➵ ✽ ➵❄❃ ➁✺❅ ➭ ➃ ❝❀❝ ➂ ➵ ▲ ✻➴➽➹➃❛➁ ➭♥Ù✎➭ ➱Ô➸➜➐❱✗②❛❱✑➥❻❢❻❱✌❜❞◗❙❱✗✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❉❥♠❚✝✈✚❜❦❱✵➥❻❱❯❷♠②
ũε
➓❉❴






































































qũε = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γε).
✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ Þ ÿ




































❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï
∀ǫ > 0 ∀u ∈ Hε0 , κ1‖u‖H 6 ‖Aε0u‖H 6 κ2‖u‖H.














➢ ‖wn‖H = 1















(Aεn0 wn; v)H 6 ‖Aεn0 wn‖H ‖v‖H1(ΩR) → 0
➊✬◗❙❱✭❢
n → +∞ ➛✸♥➷✈r❵❦❵❝❥♠❢❙❼✹❜❞♣❜❞◗❻❱❿❷❸❥♠❚✘❥➑❜❁➓■❴➡➊➠❱❡✈①➨➈③✭♣r❢❉➧r❱❯✐❞❼◆❱✭❢❻③✭❱




H100(ΩR \ J) =
{ v ∈ H1(ΩR) | v = 0
❵❞❣❙✐✬❣❙❢✴➧r♣◆❥♠❵❞❥❸❢➟✈①❼r❱✌②❛❱




❷♠❱✭❚✘❚✝✈➋ý✗➛ û➋❥♠❢➹✈①✇❙✇▲❱✭❢➟②❛❥➑↔❻æ✑➢✲❜❞◗❙❱❯✐❞❱❿◗❻♣r❷➉②❙❵ ∀v ∈ H1(ΩR)
➢
















wn TRwn} = k2‖wn‖2L2(ΩR) + (A
εn

























(vε; qε) ∈ H×H−1/2(Γε) ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜
∫
ΩR










qε v = 〈f ε; v〉H′,H ∀v ∈ H,
∫
Γε
q vε = 〈gε; v〉H−1/2(Γε),H1/2(Γε) ∀q ∈ H−1/2(Γε).
å❝é❯⑦■æ
➆ ❢➋♣◆✐❦②❛❱❯✐✵❜❦♣✧♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢❇❱✑↔❛❥➉❵s❜❦❱✭❢❻③✭❱❁✈r❢❻②❇❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✭❢❻❱❯❵❦❵❬✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵❬✈r❢❻②➋✈r❷♠❵❞♣✧③✑♣◆❢■❜❞❥♠❢■❣❻❥➑❜s❴✩❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❱❡❵❨③✭♣r❢❻③✭❱✭✐❦❢❙❥♠❢❙❼✝❜❞◗❻❱
✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✓åsé❯⑦◆æ❄➢❙➊✸❱✌➊✬❥❸❷♠❷☎✈①✇❻✇❙❷❸❴✧❜❞◗❙❱❺❜❦◗❙❱✭♣◆✐❞❴❿♣r➌❛✂✸✐❦❱✭➏❯➏✭❥✿✈①❢❻②✴è❻♣r✐❞❜❞❥♠❢➐å➴③①➛ ➌✸ì ⑦ í æ❄➛
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö






❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï✸Ï ➎ Ý✗Ï●Ú❞Õ◆Ó❦Ý❁Ð❦❰❻Ý✑Ú❦Õ✚ÏÑÐ✚Ú
τε











✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
P✎✈①➨r❱




































fε ∈ H′ ➙ gε ∈ H1/2(Γε) ➙ Ï ➎ Ý✎❰⑥Ú❞Ð➨➏✭×❸Ý✭❮✪❒❜Þ❑á➑Ï✕Õ➨➒①❮❁ÒÜÏ➴❐✬Õ❐↔❛Ö❻Ò✾➩Ó↔❻Ý✺❐✭Ð✚×✟↔❛Ï➴ÒÔÐ①Ö








‖qε‖H−1/2(Γε) 6 (1 +
κ2
κ1






Õ①Ú❞Ý✗Ï ➎ Ý✹Ó✯Ð✚Ö❻❐✯ÏÑÕ✚Ö➟ÏÔ❐✗Õ❦❰◆❰❙Ý✯Õ①Ú❄ÒÜÖ❑➛✡ÒÜÖ➈×❸Ý✭❮✹❮✘Õ♥â ù Þ ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅






n → +∞ ➢➦✈①❢➟②➈❵❞❣❻③✯◗❇❜❞◗➟✈✚❜✌➌ç♣r✐✈①❢❉❴













pn v = 0 ∀v ∈ H1(ΩR),
∫
Γε
q wn = 0 ∀q ∈ H−1/2(Γεn).





















v TRwn = 0
➛
♥➷✈r❵❦❵❝❥♠❢❙❼➈❜❞♣➡❜❞◗❙❱✩❷❸❥♠❚✘❥➑❜✝➊✬◗❙❱❯❢























v TRw0 = 0 , ∀v ∈ H1(ΩR)
➛♦P✺◗❙❱✌✉✬❱✭❷♠❷♠❥♠③✯◗❿❷♠❱✭❚✘❚✝✈❁❥❸❚✘✇❙❷♠❥❸❱❡❵➠❜❞◗❻✈①❜
w0 = 0








wn TRun} = k2‖wn‖2L2(ΩR) → 0.
è❙✐❦♣r❚➙❜❞◗❻❥♠❵☎➊➠❱➍②❙❱❯②❛❣❻③✭❱➷❜❞◗➟✈✚❜ ‖wn‖H1(ΩR) → 0





⑧ ▲ ✻Ô➀❯➁ ➭ ✽☞➄ ➭➜➐❱➋➨❉❢❙♣✚➊✻❜❞◗❻✈①❜❿❜❞◗❙❱➋❜❞✐✯✈r③✑❱➈♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐














(Aε0vε0; v)H = (Avε0; v)H = 〈f ε; v〉H′,H − (Avεgε ; v)H , ∀v ∈ Hετ
➛♦ý✵❼■✈①❥♠❢✡❣➟❵❝❥♠❢❙❼✘❷❸❱❯❚✘❚✘✈❿⑨❛➛❸é◆➢


























vε ∈ H ✈①❢❻② ∫
Γε
q vε = 〈q; gε〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) , ∀ q ∈ H−1/2(Γε)





L : H → C ➓❉❴ã❜❞◗❙❱➋❥➉②❛❱❯❢◆❜❦❥➑❜s❴ L(v) = 〈f ε; v〉H′,H − (Avε; v)H , ∀v ∈ Hε
➛ è❻♣r✐✡✈r❢❉❴
v ∈
Hε0, L(v) = 0
➢♦❜❦◗❉❣❻❵✝✈r③❯③✑♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼➡❜❞♣➞✇❙✐❦♣r✇▲♣◆❵❞❥➑❜❦❥❸♣◆❢→ér➛ï⑧➡♣①➌✹ì ⑦ í ➢✸❵❞❥❸❢➟③✑❱✩❜❞◗❙❱❇❥♠❢❛➌Ü➚Ñ❵❝❣❻✇➔③✭♣r❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➔❥➉❵❿❵❞✈①❜❞❥➉❵s➥➟❱❯②
❜❞◗❻❱✭✐❦❱✹❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵
qε ∈ H−1/2(Γε) ❵❝❣❻③✯◗➈❜❞◗❻✈①❜ L(v) = 〈qε; τεv〉 ✈①❢➟② ‖qε‖H−1/2(Γε) 6 ‖L‖H′
➛✹P☞♣❇❵❝❣❙❚✱❣❙✇




qε v = 〈f ε; v〉H′,H ∀v ∈ H,
∫
Γε
q vε = 〈q; gε〉H−1/2(Γε), H1/2(Γε) ∀q ∈ H−1/2(Γε).
❜❞◗❉❣❻❵✵❥♠❵✸❜❦◗❙❱✜❣❙❢❙❥➉❧■❣❙❱✗❵❝♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢✩♣①➌☞✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❱❯❚✱åsé❡⑦◆æ✑➛♦❩❇♣r✐❦❱✭♣✚➧◆❱✭✐➠❜❞◗❙❱✌➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❁❱❡❵s❜❦❥❸❚✝✈✚❜❦❱✌◗❙♣r❷➉②❙❵
‖qε‖H−1/2(Γε) 6 ‖L‖H′ 6 ‖f ε‖H′ + κ2‖vε‖H 6 (1 +
κ2
κ1





❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽ÒÝ ⑤✾❤
ú Ð✚Ö❻❐✯Ò✾➒◆Ý✑Ú
(ũε, p̃ε) ∈ H×H−1/2(Γε) ➒◆Ý✾➪➍Ö▲Ý↕➒✹ÒÜÖ✴❐✭Ý❦Ó✭Ï●ÒÔÐ✚Ö②á ù ➍❶➎ Ý✭Ú❞Ý✗Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ κ > 0 ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✺ÐsÙ ε ❐➅↔❻Ó ➎Ï ➎ Õ✚Ï
‖uε − ũε‖H 6 κ ε1/2 ln 1/ε
Ý✭Ï ‖pε − p̃ε‖H−1/2(Γε) 6 κ ε1/2 ln 1/ε.




•  ➍❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱✵❜❦◗❙❱✵❱❯✐❞✐❦♣r✐➷➌ç♣◆✐♦❜❦◗❙❱❬❢❙❱❡✈①✐➷➥➟❱✭❷➉②✿ê✲➊➠❱✵➊✬❥♠❷♠❷➟❣❻❵❞❱❬✈✗②❙❥❸✐❦❱❯③✑❜✸③✑♣◆❚✘✇❙❣❛❜❦✈①❜❞❥♠♣r❢❿✈r❢❻②✹❜❦✈r➨r❱✵❥♠❢■❜❞♣✕✈◆③✭③✑♣◆❣❙❢■❜❜❞◗❙❱✜✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵✸❱❯❵❝❜❦✈r➓❙❷❸❥➉❵❞◗❙❱❯②✩❥♠❢✩❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢ ÷ ➛ Þ ➛ï⑧✕✈r❢❻②✡❥❸❢✩❜❞◗❻❱✜❷♠✈◆❵s❜✵❵❝❜❞❱✭✇☎➛
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
÷ ⑧ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
•  ➍❵s❜❦❥❸❚✝✈①❜❞❱✵❜❦◗❙❱❺❱✭✐❦✐❞♣◆✐➷➌ç♣r✐➠❜❞◗❙❱❨❚✝✈✚❜❦③✯◗❻❥❸❢❙❼✹③✑♣◆❢❻②❛❥❸❜❞❥♠♣r❢➦ê✎➊➠❱❨➊✬❥❸❷♠❷✿✈①❷➉❵❝♣✕❣❻❵❝❱❺②❛❥♠✐❞❱❡③❄❜✸③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢✧✈①❢❻②✝❜❦✈①➨◆❱❥❸❢■❜❞♣✝✈◆③✭③✑♣◆❣❙❢■❜✺❜❞◗❙❱✌✐❦❱❯❵❞❣❙❷➑❜✯❵✺♣①➌➷❵❝❱❡③❄❜❦❥❸♣◆❢❥✠❙➛ ÷ ✈①❢➟②✧❷➉✈r❵❝❜✵❵s❜❦❱✭✇➦➛
• P☎❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈①❷◆✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✯❵✿➌ç♣r✐☞❱✭✐❦✐❞♣◆✐➦❱❯❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❱❬ê➦✇❙✐❦♣❉♣①➌❛♣①➌❛❜❦❱❯③✯◗❙❢❻❥♠③❯✈①❷r✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵☎✐❞❱❡❧◆❣❻❥❸✐❦❱❯②✌❥♠❢✜❜❞◗❻❱➍✇❙✐❦❱❯③✭❱❯②❛❥♠❢❙❼❬❵❝❜❞❱✭✇➟❵✭➛






(P̃ε) ➛ ➆ ➌✺➊✸❱✝②❛❱✑➥➟❢❙❱ vεap = ũε − uε
✈r❢❻②
qεap = p̃






































































































































1){(1 − χε)v} +
∫
ΓR
{(1 − χε)v}TR(u0 + uε1)



































































εv 6 ‖∆U ε1‖L2(Zεpr)‖v‖L2(Zεpr) 6 κ ‖a
ε‖E4(I) ε1/2 ln 1/ε . ε1/2 ln 1/ε = κ ε ln 1/ε,
∫
ΩRε
χεUε1v 6 ‖U ε1‖L2(Zεpr)‖v‖L2(Zεpr) 6 κ ε
1/2 ‖V0‖L∞(Zεpr)‖a
ε‖L2(I)‖v‖L2(Zεpr) 6 κ ε ln
2 1/ε.



































∣∣∣u0 + uε1 − Uε1
∣∣∣
2










(ξ2 − 1) dξ





























1 − Uε1 )
∣∣∣
2
(ξ2 − 1) dξdνdθ
)1/2
‖v∇χε‖L2(T ε)













6 κ ε1/2 ln 1/ε ‖v‖H.





v ∈ H ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ κ > 0 ❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ‖χεv‖H 6 κ ‖v‖H ln 1/ε ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥♠❢❙❼✕❜❦♣✘❜❞◗❙❱✗②❙❱✭❢❻❵❞❥➑❜s❴✡♣①➌
C∞(ΩR)
❥♠❢ H ❥➑❜✵❥➉❵✵❵❞❣✣✞❿③✑❥♠❱✭❢■❜✬❜❞♣❿❵❞◗❙♣✚➊ü❜❦◗❻✈✚❜ v ❥♠❵✬➧◆❱✭✐❦❴❿❵❝❚✘♣❉♣①❜❦◗➦➛➍P✎✈①➨◆❱
O ✈①❢❻② ξ0













χ̃( ▲ ) = 1 ❥➑➌ ξ < ξ0/2✈①❢➟②

































































































v ∈ H ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✹Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ κ > 0 ❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ‖v∇χε‖L2(T ε) 6 κ ‖v‖H ln 1/ε
➜➐❱✗✈①❷➉❵❝♣✹✇❙✐❦♣✚➧r❱✌✈①❢❙♣r❜❞◗❙❱❯✐✺❜❞❱❯③✯◗❻❢❙❥♠③❯✈①❷✿❷♠❱✭❚✘❚✝✈










































dξ 6 κ ε ln2 1/ε.
✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ÷ ✠

































u ◦ (φΓεel )−1(ν; θ)
∂V
∂n





◦ (φΓεel )−1(ν; θ) γε(ν; θ) dθ
.
























µε : H1/2(Γε) → L2(I) ➛✧➜➡❱❿②❛❱❯❢❙♣①❜❦❱✝❥➑❜✯❵✜✐✯✈①❢❙❼◆❱ Mε = Imµε✈①❢➟②ü❥❸❜❦❵✴➨r❱❯✐❞❢❻❱✭❷
H
1/2




µ (Γε) ⊂ Ker p̃ε
åç❥●➛ ❱◆➛❃➌ç♣◆✐
v ∈ H1/2µ (Γε)











u ∈ Mε , v ∈ H1/2(Γε) ➊✬❥❸❜❞◗ µεv = u.
➒❨❱✭❢❙♣r❜❞❱ Mε′ ❜❞◗❙❱✜❜❦♣r✇▲♣r❷♠♣r❼◆❥♠③❯✈①❷➦②❛❣❻✈r❷ Mε ➛✺ý④❢❻✈①❜❞❣❙✐✯✈①❷☎❧■❣❙❱❡❵s❜❦❥❸♣◆❢➋③✑♣◆❢❻❵❝❥➉❵❝❜✵❥❸❢➋✈◆❵❝➨❉❥♠❢❙❼✝➊✬◗❙❱✑❜❦◗❙❱✭✐❨✈✝❷❸❥♠❢❙➨✡❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵➓▲❱✑❜s➊✸❱✭❱✭❢ Mε ✈①❢❻②➡❜❞◗❻❱❿❵❝✇❻✈◆③✑❱❡❵ En(I) ➓➟♣r❜❞◗➞❣❻❵❞❱❯②➈➌ç♣r✐✌❜❞◗❻❱❿②❛❱❯❵❦③✑✐❦❥❸✇❙❜❞❥♠♣r❢➐♣①➌✸➌ç❣❙❢❻③❄❜❦❥❸♣◆❢❻❵✌♣r❢➐❜❦◗❙❱✝➊✬❥❸✐❦❱r➛✝P✺◗❙❱✈①❢➟❵❝➊✸❱✭✐✺❥➉❵✬❼r❥♠➧r❱❯❢✧❥♠❢✡❜❦◗❙❱✜❢❙❱✭↔■❜✵❷♠❱✭❚✘❚✝✈❙➛
❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽ëê ⑤✾❤
Mε = E1/2(I) Õ①Ö❄➒ Mε′ = E−1/2(I).

































































u ∈ H1/2(Γε) ➢ µε(u)(ν) =
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
÷ ⑦ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
∫ 2π
0
(u ∂V∂n ) ◦ (φΓ
ε
el )
−1(ν, θ)γε(ν, θ) dθ =
∫ 2π
0







◦ (φS2sp )−1(ν, θ)γε(ν, θ) dθ
❵❝♣
µε(u) ∈ E1/2(I) ➛
❹✸➵ ➀❯➼✎➽ ➼ ❝ ➜➡❱✗③✭♣r❢❻③✭❷❸❣➟②❛❱❺❜❞◗❻✈①❜












−1)∗u ∈ H1/2(Γε) ➛✫✉✵♣r❣❛❜❦❥❸❢❙❱ä③✑♣r❚✘✇❙❣❙❜❦✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵➋❵❞◗❙♣✚➊✓❜❞◗❻✈①❜ µε ◦ σε = IdE1/2(I)
◗❻❱✭❢❻③✭❱
E1/2(I) ⊂ Mε = Imµε ➛
→ ➵ ✽✎➄r➱➴➼☞➀❆✻ ➵ ✽
E1/2(I) ⊂ Mε ❵❞♣ E1/2(I) = Mε
❲✵♣r❜❞❱✡❜❞◗❻✈①❜✝➊➠❱✩◗❻✈➤➧r❱✧❜s➊➠♣➞✈➤➧✚✈①❥♠❷♠✈r➓❙❷♠❱❿❜❞♣◆✇➟♣◆❷❸♣◆❼r❥♠❱❯❵❁♣r❢

























µε ◦ σε = IdE1/2(I)













ε ➙ Õ①Ö❄➒ ε0 > 0 ❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï ∀ε ∈]0, ε0[ ➙
(i) ∀u ∈ H1/2(Γε), ‖µε(u)‖E1/2(I) 6 κ‖u‖H1/2(Γε)
(ii) ∀u ∈ E1/2(I), ‖u‖E1/2(I) = ‖σε(u)‖H1/2(Γε),
(iii) ∀u ∈ H−1/2(Γε), ‖ tσε(u)‖E−1/2(I) 6 ‖u‖H−1/2(Γε),
(iv) ∀u ∈ E−1/2(I), ‖u‖E−1/2(I) 6 ‖ tµε(u)‖H−1/2(Γε) 6 κ‖u‖E−1/2(I).








➜➐❱➍✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷①❜❞◗❻✈①❜✎✈r③❯③✑♣◆✐❦②❛❥♠❢❙❼✺❜❦♣✵❷❸❱❯❚✘❚✘✈ ÷ ➛ Þ ➢
































































































































































































ũε → u0 6= 0
❵❞♣✹➊✸❱✌◗❻✈➤➧r❱
































6 κ2 ‖aε‖E−1/2(I) 6 ‖p̃ε‖H−1/2(Γε) = ‖ tµε(−
αε
2π





p̃ε = O( 1ln 1/ε )
❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜❢❙♣◆✐❞❚ ‖ ‖H−1/2(Γε)
➛♦P✺◗❉❣❻❵✺➊✸❱❺➥❻❢❻✈r❷❸❷♠❴❿♣r➓❙❜❦✈①❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜②❛❱❡❵❝❥♠✐❦❱❯②✩③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻❵❝❥♠♣r❢




























fv ∀v ∈ H ,
∫
Γε









∇(uε − u0) · ∇v − k2
∫
ΩR




ε − u0) +
∫
Γε
pεv = 0 ∀v ∈ H ,
∫
Γε
q(uε − u0) = −
∫
Γε




v ∈ D(ΩRε )
✈r✐❞➓❻❥➑❜❦✐❦✈r✐❞❴◆➢❙➊➠❱✕♣r➓❛❜✯✈①❥♠❢✡❜❦◗❻✈✚❜

















































q(x) pε(x′)G(x,x′) dσ(x′) dσ(x) = −
∫
Γε
q(x)u0(x) dσ(x) ∀q ∈ H−1/2(Γε).
➜➐❱✜❥❸❢■❜❞✐❦♣❛②❛❣❻③✭❱❨❜❦◗❙❱✗❵❞❥❸❢❙❼◆❷❸❱✌❷➉✈➤❴r❱❯✐✸♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣◆✐
Kεsc : H
−1/2(Γε) → H1/2(Γε) ②❛❱✑➥➟❢❙❱❯②✩➓❉❴














v ∈ C∞(O) ➢➟❜❦◗❙❱✜➌ç♣◆❷❸❷♠♣✚➊✬❥❸❢❻❼❥♠❢❙❱❯❧■❣❻✈r❷❸❥❸❜❞❥♠❱❯❵✺◗❙♣◆❷♠②
‖v − σε ◦ µε(v)‖H1/2(Γε) 6 κε‖v‖H2(O)




−u0 = −σε ◦ µε(u0) +O(ε) = σε. (ln 1ε2 Id+A+B). tσε(p̃ε) +O(ε)






②❛❱✭➥❻❢❙❱❡②❁❥♠❢✹✇❻✈①✐✯✈①❼◆✐❦✈r✇❙◗✕⑧❛➛ ÷ ➛ Þ ➛➷❪❉♣✌➊➠❱✸♣r➓❻✈①❜❞❥♠❢
Kεsc p
ε = σε. (ln
1
ε2





➛♦❲❬♣①❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜ Hεµ = {v ∈ H | µε(v|Γε) = 0}






(uε; pε) ∈ H×Mε ′ ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜
∫
ΩR










tµε(pε) v = −
∫
ΩR
f v ∀v ∈ H,
∫
Γε







❹ ❅ ➭❉➵ ➂ ➭ ➽ëê ⑤⑥❦
➱ Ý✑Ï (uε, pε) ∈ H×Mε′ ➏❦Ý❺Ï ➎ Ý➃↔❛Ö➟Ò✾➩❍↔❻Ý❨❐✭Ð①×➫↔❛Ï➴ÒÔÐ①Ö✴Ï➶Ð✵❰▲Ú❦Ð➨➏✭×❸Ý✑❮ (Pε) ù ➍❶➎ Ý✭Ö✴Ï ➎ Ý✑Ú❦Ý✜Ý❷➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐✌Õ✹Ó✯Ð①Ö❙❐❄Ï➶Õ①Ö❻Ï κ > 0ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✭Ö❄➒rÕ①Ö❻Ï✵ÐsÙ
ε
❐➅↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ✚Ï⑥Ù✑Ð✚Ú
ε
❐❄❮✘Õ①×Ü×✎Ý✭Ö▲Ð❇↔➨➛ ➎ ➙
‖uε − uε‖H 6 κ ε1/2 ln 1/ε
























(vε; qε) ∈ H×Mε ′ ❵❝❣➟③✯◗✡❜❦◗❻✈✚❜
∫
ΩR










tµε(qε) v = 〈f ε; v〉H′,H ∀v ∈ H
∫
Γε








fε ∈ H′ ➙ gε ∈ Mε ➙ Ï ➎ Ý✜❰▲Ú❞Ð❬➏✑×❸Ý✭❮ð❒❜Þ➯ñÓÏ➋Õ❬➒✚❮✹ÒÜÏÔ❐✧Õ♥↔❛Ö❻Ò✾➩Ó↔❻Ý✝❐✭Ð✚×✟↔❛Ï➴ÒÔÐ①Ö








‖qε‖Mε′ 6 (1 +
κ2
κ1













µ (Γε) ⊂ Ker p̃ε
➛➈❪❉♣
p̃ε❥♠❢❻②❛❣❻③✭❱❯❵✵✈✹❷♠❥❸❢❙❱❡✈①✐✺➌ç♣◆✐❞❚❃♣◆❢ Mε ❜❞◗➟✈✚❜✵❥➉❵✬②❛❥➑â⑥❱✭✐❦❱✭❢■❜✬➌ç✐❦♣r❚ aε ➛ ➆ ❢❻②❙❱✭❱❯②➦➢


















aε) ∈ H×Mε ′ ❵❞❣❻③✯◗✧❜❦◗❻✈✚❜
∫
ΩR























tµε(q) ũε = 0 ∀q ∈ Mε ′ .
❲✵♣r❜❞❱✌❜❦◗❻✈✚❜
ũεδ = ũ
ε − uε ✈r❢❻② p̃εδ = −
αε
2π










































‖ũε − uε‖H 6 κ ‖f̃ε‖H′
❱✭❜ ‖−αε
2π








❵❝❚✝✈①❷♠❷☎❱❯❢❙♣r❣❻❼r◗ ‖f̃ε‖H′ 6 κ ε1/2 ln 1/ε
➛✸➜➣❥➑❜❦◗❇❜❞✐❦❥♠✈r❢❙❼r❣❻❷♠✈r✐✬❥❸❢❙❱❡❧■❣❻✈①❷♠❥➑❜s❴✴✈①❢➟②✴❷❸❱❯❚✹❚✝✈✧û❙➛♠é①➢❻❜❦◗❙❥➉❵✵❴❉❥❸❱❯❷♠②❻❵✬❜❞◗❻❱
✇❙✐❦♣❉♣①➌✲♣①➌✲❜❞◗❙❱❯♣r✐❦❱✭❚✻û❙➛ï⑧❉➛➠➜➐❱✗➊✬❥♠❷❸❷✎✈①✇❙✇❻❷❸❴✧❜❞◗❙❥➉❵✵✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜✬❜❞♣✝❜❦◗❙❱✗♥✲♣❛③✯➨■❷♠❥♠❢❙❼①❜❦♣r❢✩❚✹♣❛②❛❱❯❷➴➛✬î☎❱✑❜✵❣❻❵✵➥❻✐❦❵❝❜✵✐❦❱❯③✭✈r❷❸❷➦❜❞◗❻✈①❜





















fv ∀v ∈ H,
∫
Γε









∇(uε − u0) · ∇v − k2
∫
ΩR




ε − u0) +
∫
Γε
tµε(pε)v = 0 ∀v ∈ H,
∫
Γε
tµε(q)(uε − u0) = −
∫
Γε

















































tµε(q)(x) tµε(pε)(x′)G(x,x′) dσ(x′) dσ(x) =
∫
Γε
tµε(q)(x)u0(x) dσ(x) ∀q ∈ H−1/2(Γε)
➒❨❱✑➥❻❢❙❱✌❜❦◗❙❱✜♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐
Kεpk : E
−1/2(I) → E1/2(I) ➓❉❴
∀p, q ∈ E−1/2(I),
〈



















































































































(1 − z2) d
dz
u(z) + n(n+ 1)u(z) = 0
















































➌ç♣r❣❻❢❻②✧❥♠❢➐ì❸é❡ÿ í ♣r✐✺❥♠❢➡ì♠éré í ➛ ➆ ❢✩➊✬◗❻✈✚❜✸➌ç♣r❷♠❷❸♣✚➊✵❵✸➊✸❱❺②❙❱✭❢❙♣r❜❞❱


















































(x)| 6 n(n+ 1)
2






(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2
= 2Pn(ν)Qn(ξ)
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
è❙♣◆✐









′ ◗➟✈r❵➷❜❦◗❙❱❬③❯✈①✐❞❜❞❱❯❵❞❥➉✈①❢✝③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (0; 0; z) ✈①❢❻② x ◗❻✈◆❵➷❜❞◗❻❱✵❱✭❷♠❷❸❥♠✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈①❷▲③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (ξ; ν; θ) ❜❦◗❙❱✭❢
G(x − x′) = 1












(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2






































P̃l(ν) dν = 0 , ξ ∈]1; +∞[.
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
























]1; +∞[ ❵❝♣✕❜❞◗❙❱❯✐❞❱❨❱✑↔❛❥♠❵❝❜❦❵ Al, Bl ∈ C
❵❝❣➟③✯◗
❜❞◗➟✈✚❜
































ξ2 − 1 →ξ→+∞ 0















❵❞❣❻③✯◗✡❜❞◗❻✈①❜ ∀ξ ∈ [2; +∞], ∀l ∈ N ê
|Ql(ξ)| <
C



























































( 1 − ξν +
√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (1 − ξν)2
−1 − ξν +
√
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (−1 − ξν)2
)
➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐❦❥♠❢❙❼
ξ = 1 + u
➢❛❷♠❱✑❜✵❣➟❵✵❵❝❥♠❚✘✇❙❷♠❥➑➌ç❴
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (1 − ξν)2 = u(2 + u)(1 − ν2) + (1 − ν − νu)2
= u2(1 − ν2) + 2u(1 − ν2) + ν2u2 − 2uν(1 − ν) + (1 − ν)2
= u2 + 2u(1 − ν) + (1 − ν)2 = (1 + u− ν)2 = (ξ − ν)2.
➜➣❥❸❜❞◗↕❜❦◗❙❱✡❵❦✈①❚✘❱✧③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❞❥♠♣r❢↕➊✸❱❿♣◆➓❛❜❦✈r❥❸❢




(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2
= ln
( 1 − ξν + ξ − ν
































|z − ν| .
❪❉❥♠❢❻③✑❱
(ξ2 − 1)(1 − ν2) + (ξν − z)2 = (ξ − 1) (ξ − νz + 1 − νz)︸ ︷︷ ︸
> 0
+(ν − z)2 > (ν − z)2 ❥♠❷✿➧❉❥❸❱❯❢■❜❯ê
|Pn(z) − Pn(ν)|√




































































ν 7→ u(ξ; ν) ❥♠❵✘③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣❻❵✕♣r❢











→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤✼❤
➭ Ð✚Ú✕Õ✚Ö➟❒
ξ > 1, ν ∈ [−1; +1], z ∈ [−1; +1] ➚
1√






✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
è❙♣◆✐
ξ > 1, ν ∈ [−1; +1] ➥❙↔❛❱❯②✿➢■❜❞◗❻❱❬➌ç❣❙❢➟③❄❜❞❥♠♣r❢ z 7→ ((ξ2 − 1)(1− ν2)+ (ξν− z)2)−1/2 ❥➉❵➠③✭♣r❢■❜❞❥♠❢❉❣❙♣r❣➟❵♣r❢















❐❄❮✝Õ✚×☞Ý✭Ö▲Ð➯↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐❄ÏÔ❐ C > 0 ÒÜÖ❶➒rÝÑ❰❙Ý✭Ö❄➒◆Õ✚Ö❻Ï✬ÐsÙ ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[ Õ✚Ö❻❐ n ∈ N ❐↕↔❻Ó ➎Ï ➎ Õ✚Ï
|Pn(ξ) − 1| 6 C n
√




ε 6 ξ2 − 1 6 2ε
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅


















































































































❵❞❣❻③✯◗❿❜❦◗❻✈✚❜ |( xsinhx )1/2 − 1| 6 C3x
➛♦è❙♣r✐
ε 6 ξ2 − 1 6 2ε ✈①❢❻② x = arcosh(ξ) ➢❻✈r❢❻②










ln(1 + ξ − 1 +
√










































































|Pn(ξ) − 1| 6 C6 n
√




ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤✷❦
➭ Ð✚Ú
ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0 ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[ Õ✚Ö❶➒ n ∈ N ❐↕↔❻Ó ➎Ï ➎ Õ✚Ï
|∂Pn
∂ξ








ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.






ξ2 − 1{nPn−1(ξ) − nξPn(ξ)}
=
n
ξ2 − 1(Pn−1(ξ) − 1) −
n
ξ2 − 1(ξ − 1)(Pn(ξ) − 1) −
n
ξ2 − 1(ξ − 1) −
n
ξ2 − 1(Pn(ξ) − 1).
➜➐❱✗③✑♣r❢➟③✑❷♠❣❻②❛❱❺❜❞◗❙❱✜✇❻✐❞♣❉♣①➌✎♣①➌✎❜❞◗❙❥➉❵✺❷♠❱✭❚✘❚✝✈✘❣❻❵❝❥♠❢❙❼✘❷♠❱✭❚✘❚✝✈✝ý✗➛ï⑧❉➛
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤⑥♠
➭ Ð✚Ú
ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0 ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[ Õ✚Ö❶➒ n ∈ N ❐↕↔❻Ó ➎Ï ➎ Õ✚Ï
|Wn−1(ξ) −Wn−1(1)| 6 κn lnn
√




ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.


































→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤⑨♦
➭ Ð✚Ú
ε0 > 0
❐❄❮✘Õ①×Ü×☞Ý✑Ö⑥Ð❇↔➨➛ ➎ ➙ Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐ κ > 0 ÒÜÖ❄➒◆Ý➶❰❻Ý✑Ö❶➒rÕ①Ö❻Ï✸Ð❝Ù ε ∈]0; ε0[, ξ ∈ [1; +∞[ Õ✚Ö❶➒ n ∈ N ❐↕↔❻Ó ➎Ï ➎ Õ✚Ï
|∂Wn−1
∂ξ








ε 6 ξ2 − 1 6 2ε





















(ξ)| 6 κ n√
ξ2 − 1
➊✬◗❙❱✭❢
























ε 6 ξ2 − 1 6 2ε.
❳❬❵❞❥♠❢❙❼✝❵❝❥♠❚✘✇❙❷❸❱✗③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜✯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✺➊➠❱✜✈r❷♠❵❞♣✘◗❻✈➤➧r❱
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤ ➷
➭ Ð✚Ú
ε0 > 0








−Wn−1(1)| 6 κn lnn
√








ε 6 ξ2 − 1 6 2ε ù
→ ➵ ➂ ➵ ➱Ô➱➴➃❛➂ ➯ ❽ ⑤⑥ô
➭ Ð✚Ú
ε0 > 0






















ε 6 ξ2 − 1 6 2ε ù
é✐✌✼⑩ ①②✦✤★❂❘✫✓✎★❯✚❚✓❜❘➯✥õ✦③✖

















































q = 0 . . .N
❐➅↔❡❰r❰❻Ð➤❐✭Ý✕Ï ➎ Ý✑Ú❦Ý❁Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐
fq, gq ∈ C∞(I)
Õ✚Ö❄➒






















Ï ➎ Ý✭Ö➈Ï ➎ Ý✭Ú❞Ý✕Ý➑➐◆Ò➉❐✯Ï➴❐
Fq, Gq ∈ C∞(I), q = 0 . . .N












































































(1 − ν2) d
dν
{




























































➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤➇♦ ∀n ∈ N, B1 : En(I) → En(I) Ò➉❐✕Ó✯Ð✚Ö➟Ï➴ÒÜÖ❨↔❻Ð❇↔❉❐ ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
➘➠♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐
N ∈ N ✈①❢➟② n ∈ {0 . . .N} ➛ ➆ ➌ n ❥➉❵✬❱✭➧◆❱✭❢➦➢ n = 2m ➛✺ý✬③✭③✭♣r✐✯②❛❥❸❢❻❼❁❜❦♣✘❜❞◗❙❱✕✇❙✐❞❱❡③✑❱❡②❛❥❸❢❻❼✝❷❸❱❯❚✹❚✝✈❻➢❜❞◗❻❱✭✐❦❱❺❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵

























































n = 2m + 1
➛❿P✺◗❻❱✭✐❦❱✹❱✭↔❛❥♠❵❝❜❦❵






























































































































































































➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤ ➷
➭ Ð✚Ú

























































q ∈ C∞(I) q = 0 . . .N
❐↕↔❻Ó ➎ Ï ➎ Õ①Ï
d
dν
















































































(ν − z)u(z) eikt|ν−z| dtdz
+ (1 − ν2)f0(ν)
∫ 1
0
(ikt)2 u(z) eikt|ν−z| dtdz







































































































➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤⑨ô ∀n ∈ N, B2 : En(I) → En(I) Ò➉❐✕Ó✯Ð✚Ö➟Ï➴ÒÜÖ❨↔❻Ð❇↔❉❐ ù




















➌➍➭ ➽➹➽ã➃❇❽ ⑤ Ý ∀n ∈ N ➙ B3 : En(I) 7→ En(I) Ò➉❐✕Ó❦Ð①Ö❻Ï●ÒÜÖ✔↔❻Ð➯↔❉❐ ù
✸ ➂ ➵➦➵❄❃ ➅
î➦❱✭❜➈❣❻❵➡③✑♣r❢➟❵❝❥➉②❛❱✭✐➋❜s➊➠♣ü✇▲♣r❥♠❢■❜❦❵
x,x′ ∈ J ➊✬❥➑❜❦◗➮✐❦❱❯❵❞✇➟❱❡③❄❜❞❥♠➧r❱↕❱❯❷❸❷♠❥♠✇❻❵❝♣◆❥♠②❻✈①❷❁③✭♣❉♣r✐✯②❛❥❸❢➟✈✚❜❞❱❡❵ (1; ν; θ) ✈①❢❻②
(1; ν′; θ′)
➛♦P✺◗❙❱✭❢✴➊✸❱✜②❛❱✭❢❙♣r❜❞❱ Lx = ∂∂ν (1 − ν2) ∂∂ν
➛➷➜➐❱✜◗❻✈➤➧r❱





















Ù✑Ð①Ú✗Ï ➎ Ý✕Ö▲Ð✚Ú❄❮ ‖ ‖H1(ΩR) ù














å ▲ ✐❦❱✑➌ç❱✭✐✯❵✸❜❞♣✹❜❦◗❙❱✜✇➟♣◆❥❸❢■❜✵➊✬❥❸❜❞◗✴❱✭❷♠❷♠❥❸✇❻❵❞♣r❥➉②❙✈r❷➦③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ (ξ; ν; θ) æ






















‖v − vn‖H1(ΩR) 6 ‖v − vn‖L2(ΩR) + ‖∇(v − vn)‖L2(ΩR)
6 ‖v‖L∞(ΩR)
(
‖1 − χn‖L2(ΩR) + ‖∇χn‖L2(ΩR)
)




























































ù❚ú ↔❡❰◆❰❙Ð✚❐✭Ý✜Ï ➎ Õ✚Ï▲Ù✑Ð✚Ú✕Õ✌❰❙Ð①ÒÜÖ❻Ï
x ∈ UÛ➷ÒÜÏ ➎ Ó✯Ð❯Ð①Ú❷➒✚ÒÜÖ⑥Õ✚ÏÑÝ❄❐









































❥♠❚✹❚✘❱❡②❛❥♠✈①❜❞❷♠❴✡③✭♣r❚✘✇❙❣❛❜❦❱❨❜❦◗❙❱✜❱✑↔❛✇❙✐❦❱❯❵❦❵❞❥❸♣◆❢✧♣①➌✎❜❞◗❻❱✜❚✹❱✭❜❞✐❦❥♠③❨❜❦❱✭❢❻❵❞♣r✐✬♣◆❢ S ❥♠❢✡❜❦◗❙❱✗③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱❯❵ (x2, x3)
➢































































































































































⑦ ÷ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
û ☛✗✔❁✠☞✤✬✔❁✠☞✁
❤ü➜ ✽⑥➁❯➂ ➵ ➸☞➼✎➄①➁❆✻ ➵ ✽ ♠
ér➛♠éü✂✸✐❞❥♠❱✑➌➷❵❞❣❙✐❞➧◆❱✭❴✝♣◆❢✡➊✬❥♠✐❞❱✌❚✘♣❛②❛❱✭❷➉❵ü➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷
ér➛ï⑧ ❩❇❱✭❜❞◗❙♣❛②✩♣①➌✲❚✝✈✚❜❦③✯◗❻❱❯②✩✈r❵❞❴■❚✘✇❛❜❦♣①❜❦❥♠③❺❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❞❥❸♣◆❢❻❵✸➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦





⑧❛➛ï⑧❛➛ Þ ❪❛③❯✈①❷♠❱❯②✩③✑♣❉♣r✐✯②❛❥♠❢❻✈✚❜❦❱❯❵ ➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é❡❹
⑧❛➛ Þ ☎❺❱✭♣◆❚✘❱✑❜❞✐❦❥➉③✭✈①❷➦❵❞❱✑❜❞❜❞❥♠❢❙❼✴➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é❡❹
⑧❛➛ Þ ➛♠é P☞➊➠♣✘✐❦❱✭❚✝✈①✐❦➨❛❵✸♣r❢✡❜❞◗❙❱✗③✯◗❙♣◆❥♠③✭❱✌♣①➌☎❜❦◗❙❱✗③✑♣❉♣◆✐❦②❛❥♠❢❻✈①❜❞❱✌❵❝❴❛❵❝❜❞❱✭❚ ➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ é❡❹
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⑨❉➛ï⑧❛➛ï⑧ ❲❬❱❯✈①✐✺➥➟❱✭❷➉②✡❱❯✐❞✐❦♣r✐ã➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ Þ
⑨❉➛ï⑧❛➛ Þ ❩➋✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼✘❱✭✐❦✐❦♣r✐ ➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ Þ
⑨❉➛ï⑧❛➛ ÷  ➍❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❦❥❸♣◆❢✩✐❦❱❯❵❞❣❙❷❸❜❦❵ ➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ Þ
⑨❉➛ï⑧❛➛☛✠ ➘➠♣◆❢❻③✑❷♠❣❻❵❞❥❸♣◆❢ ➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ✠
✳✵✴✎ñ✗✳✷✶
✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❁Õ①Ö▲Õ①×Ø❒➤❐❄Ò➉❐➍Ù✑Ð✚Ú✗Û➷ÒÜÚ❞Ý✑❐ ⑦❑✠
ê ❹ ❅ ➭✴➳ ✻ç➂ ➭ ➽ ➵ ➸ ➭ ➱ ♦ ➷
û❙➛♠é ý☞➧r❱✭✐✯✈①❼◆❥❸❢❻❼❁♣◆❢✩❵❞❱❯③✑❜❞❥♠♣r❢❻❵✺♣r➌☎❜❞◗❻❱✜➊✬❥❸✐❦❱❃➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ✠
û❙➛ï⑧ÿ ➍❵❝❜❞❥♠❚✝✈✚❜❞❥♠♣r❢✩➌ç♣◆✐✺❜❞◗❙❱✗î☞✈①❼r✐✯✈①❢❻❼r❱❬❚❁❣❙❷❸❜❞❥♠✇❙❷❸❥♠❱✭✐➡➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ û
û❙➛ Þ ❲✵❱❯➊ ✈r✇❙✇❙✐❦♣➤↔❛❥❸❚✝✈✚❜❦❱❨❚✘♣❛②❛❱❯❷❇➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ÷ ÿ
û❙➛ ÷ ➘➠♣r❢➟❵❝❥➉❵s❜✯✈①❢❻③✭❴❿♣①➌☞❜❞◗❙❱✜❢❻❱✭➊ ➊✬❥❸✐❦❱✌❚✹♣❛②❛❱❯❷➋➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠r❹









ý✗➛ Þ ➛♠é ➘➠♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣r➌
B1
➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ✠rÿ
ý✗➛ Þ ➛ï⑧ ➘➠♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣r➌
B2
➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦◆❹
ý✗➛ Þ ➛ Þ ➘➠♣◆❢◆❜❦❥❸❢❉❣❙❥❸❜s❴❿♣r➌
B3
➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦■⑧
ý✗➛ ÷ ➒❨❱✭❢❻❵❞❥➑❜s❴✡❷❸❱❯❚✘❚✘✈❶➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦■⑧
ý✗➛☛✠✥P☞❱❯③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷✿✐❞❱❡❵❝❣❻❷➑❜✵♣r➌✎②❛❥❸â▲❱❯✐❞❱❯❢■❜❞❥➉✈①❷✿❼r❱❯♣r❚✘❱✑❜❦✐❞❴ ➛✌➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛❺➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✌➛✜➛✜➛ ⑦ Þ
✁ ✤✬✙✚✤✺✛✎✤✬✔✩✏➠✤✬✁
ì♠é í ý✕➛ ❩➋✈r➏❯✈r✐❞❥●➛✄✂✆☎ ÏÑÝ✑Ú❄❮✹ÒÜÖ▲Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö✜❰❻Õ✚Ú✰↔❛Ö▲Ý❬❮ ☎ Ï ➎ Ð❆➒rÝ➃➒✞✝ ☎ ➩Ó↔❻Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö❙❐✵ÒÜÖ➟Ï ☎ ➛rÚ❞Õ✚×♠Ý❄❐❚➒❇↔✧Ó ➎ Õ①❮✵❰ ☎ ×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð✚❮✝ÕÓ➛rÖ ☎ Ï●Ò✾➩❍↔❻Ý
Ú❞Õ①❒rÐ✚Ö➟Ö ☎ ❰❙Õ①Ú➋↔❛Ö▲Ý✌❐❄Ï●Ú➅↔❻Ó✑Ï ↔❛Ú❞Ý✍➪➍×ØÒ Ù✑Ð✚Ú❄❮✝Ý ➛♦♥♦◗❻➒➮❜❞◗❙❱❡❵❝❥➉❵✭➢❙❳❬❢❙❥♠➧r❱✭✐✯❵❞❥➑❜❡➩ ❱✌♥➷✈①✐❦❥♠❵❯✝ ➆ ➢➦é❯ÿ◆ÿ❙é◆➛
ìï⑧ í ý✕➛ P✎✈✚ð❻♣✚➧◆❱r➛ ú Ð✚❮❬❰❄↔❛ÏÑÕ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö▲Õ①×✎Ý✭×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð❆➒✚❒✚Ö⑥Õ✚❮✹ÒÔÓ❄❐ ➛➍ý❬✐❝❜❦❱❯③✯◗❇➎✵♣◆❣❻❵❝❱ ➆ ❢❻③r➛❸➢✿é❡ÿrÿ❑✠❛➛
ì Þ✚í ➒❁➛ ❪✿➛ ⑩◆♣r❢❙❱❡❵✭➛ à Ý✑Ï ➎ Ð❆➒➤❐✺ÒÜÖ✆✟✸×❸Ý✯Ó✭Ï➴Ú❞Ð①❮✘Õ✺➛①Ö⑥Ý✑Ï●ÒÔÓ✡✠✘Õ❇➧✚Ý☞☛✸Ú❞Ð✯❰❙Õ✺➛◆Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö ➛➟t❬↔❉➌ç♣r✐✯②➠ ♦❢❙❼◆❥❸❢❻❱✭❱✭✐❦❥♠❢❙❼❺❪❛③✭❥❸❱❯❢❻③✑❱✺❪❉❱✭✐❦❥♠❱❯❵❯➛
t❬↔❉➌ç♣r✐✯②✡❪❙③✑❥♠❱✭❢❻③✭❱✜♥♦❣❙➓❙❷♠❥♠③❯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✭➢✿é❡ÿrÿ ÷ ➛
ì ÷ í ⑩➟➛ ❪❙✈①❢❻③✯◗❙❱❯➏✑➚Ñ➎✵❣❙➓▲❱✭✐❞❜➈❱✭❜➺ ✵➛ï❪❛✈r❢❻③✯◗❙❱✭➏✭➚●♥➷✈r❷❸❱❯❢❻③✑❥➉✈❙➛ ➮ Ö➟Ï➴Ú❞Ð❆➒❇↔❻Ó✭Ï●ÒÔÐ✚Ö Õ➯↔➨➐ ❮ ☎ Ï ➎ Ð❆➒rÝ✑❐➔Õ➤❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●Ò✾➩❍↔❻Ý✑❐➔Ý✭Ï➈Õ
×✌✝ ➎ Ð✚❮✝Ð❷➛ ☎ Ö ☎ Ò➉❐✑Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö ➛✸❩➋✈r❵❦❵❝♣◆❢➦➢✿é❯ÿ◆ÿ◆⑧❙➛
ì☛✠ í è✸➛Ø➘➠♣r❷♠❷❸❥♠❢❙♣❇❱✑❜✕è✸➛ ❩❇❥♠❷❸❷♠♣①❜❡➛✩è✎❥♠❷♠❵✜❱✭❜✕❚✘❤✑❜❦◗❙♣❛②❛❱❯❵✗②➦➩☎❤✭❷♠❤✭❚✘❱❯❢◆❜✯❵✌➥❻❢❙❥➉❵✜✇▲♣r❣❙✐✕❷❸❱❡❵✗❤❯❧■❣❻✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✜②❙❱✝❚✘✈①↔❛➊➠❱❯❷❸❷●➛➦❷♠❱
❚✘♣❛②❛❘✭❷♠❱✜②❛❱✜◗❙♣◆❷❸❷➉✈①❢❻②✡✐❦❱✭➧❉❥♠❵❞❥❸❜❯➩ ❱r➛➷P☎❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈r❷➦✉✬❱✭✇▲♣r✐❞❜ Þ ÷ ⑨r⑧❛➢ ➆ ❢❙✐❦❥♠✈❻➢✿é❯ÿ◆ÿrû❙➛
ì ⑦ í è✸➛ ✂➠✐❦❱✭➏❯➏✭❥✿❱✭❜✬❩➹➛ è❻♣r✐❞❜❞❥♠❢➦➛ à Ò✟➐■Ý↕➒✩Õ✚Ö❶➒ ➭ ÒÜÖ❻ÒÜÏÑÝ✍✟✺×❸Ý✑❮✝Ý✭Ö❻Ï à Ý✭Ï ➎ Ð❆➒➤❐ ➛➠❪❉✇❙✐❦❥♠❢❙❼r❱❯✐❝➚✃✝➷❱✭✐❦❷♠✈r❼❻➢▲é❯ÿ◆ÿ❙ér➛
ìØ⑨ í ☎✹➛ ✝❬❥➉✈①❷♦❱✭❜✹❪⑥➛ P☎♣◆✐❦②❙❱✭❣❛↔✿➛✧❩➋✈①❜❦③✯◗❙❥♠❢❙❼❇♣r➌✺✈◆❵❝❴❉❚✘✇❛❜❞♣r❜❞❥➉③✘❱✑↔❛✇❻✈r❢❻❵❝❥♠♣r❢➟❵✜✈①❢❻②➐❚✕❣❻❷➑❜❦❥♠❵❦③✭✈r❷❸❱✝❱✭↔❉✇➟✈①❢❻❵❞❥❸♣◆❢➈➌ç♣◆✐✜❜❞◗❻❱
✐❦♣r❣❙❢➟②❛❱❯②✩③✑♣◆✐❞❢❙❱❯✐✺✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✴➛➷P☎❱❡③✯◗❙❢❙❥➉③✭✈①❷✿✐❦❱✭✇▲♣r✐❞❜❯➢❻❪❙ý❬❩↕➢✫ ➠P✬➎✗➢✏✎✏✑❻✐❞❥➉③✯◗➦➢❻⑧①❹◆❹r⑦❻➛
ì û í ❩↕➛ ✝✕➛➠è❙❱❯②❙♣r✐❦❴■❣❻➨▲➛➔ý❬❵❞❴❉❚✹✇❙❜❞♣①❜❦❥♠③❯❵✝♣①➌❨❜❞◗❙❱➋❵❞♣r❷♠❣❛❜❦❥❸♣◆❢ã♣①➌❺❜❞◗❻❱✴②❙❥❸✐❦❥♠③✯◗❻❷❸❱✭❜❿✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚✥➌ç♣r✐✘❜❦◗❙❱❇❷➉✈①✇❙❷➉✈r③✭❱✩✈r❢❻②
◗❙❱❯❷❸❚✘◗❙♣◆❷➑❜❦➏✕❱❡❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵❬❥♠❢➋❜❦◗❙❱❁❱✭↔❉❜❞❱✭✐❦❥♠♣r✐❬♣r➌➠✈✧❵❞❷♠❱✭❢❻②❛❱❯✐❺③✭❴❉❷❸❥♠❢❻②❛❱❯✐❯➛➋➮✓✒ ➧ ù ✃✕✔◆Õ➨➒ ù✗✖ Õ❇↔✘✔ ú❨ú✔ú✚✙õú Ý✭Ú ù✍à Õ①Ï ù ➢
é❡ÿrû❙é◆➛
ì ÿ í è✸➛ ✉✬♣r❼◆❥❸❱❯✐❯➛ ☛✸Ú❞Ð➨➏✭×➇ó✭❮✘Ý✑❐✬❮✘Õ①Ï ➎✄☎ ❮✝Õ✚Ï●Ò✾➩Ó↔❻Ý❄❐✵Ý✑Ï☎Ö✔↔❛❮ ☎ Ú❄Ò✾➩Ó↔❻Ý❄❐✸×ØÒÔÝ✑❐✜✛❺×✓✝ Õ❦❰r❰⑥Ú❞ÐÓ➐◆ÒÜ❮✝Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö◆➒rÝ✵×❸Õ❚➛ ☎ Ð✚❮ ☎ Ï●Ú❄ÒÔÝ❚➒✢✝ ↔❛Ö
Ó✯Ð✚Ú●❰▲❐➁➒✚Ò ➔✬Ú❞Õ◆Ó✑ÏÑÕ✚Ö➟Ï❯➒◆Õ✚Ö❻❐✌×♠Ý❄❐ ☎ ➩❍↔❻Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐➁➒rÝ✕×✌✝ ☎ ×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð①❮✘Õ✺➛①Ö ☎ Ï●Ò➉❐❄❮✘Ý ➛➍♥♦◗➟➒þ❜❞◗❙❱❡❵❝❥➉❵❯➢❙♥➷✈①✐❦❥♠❵➳✝ ➆ ➢☎é❯ÿrû◆ÿ❙➛
ì♠é❯❹ í ☎✹➛ è✸➛ ❩➋✈◆❵❝❷♠❱✭❢❻❢❙❥❸➨◆♣✚➧✚✈❙➛➍ý④❢❻❱✭❣❙❚✝✈①❢❻❢❇✇❙✐❞♣◆➓❙❷♠❱✭❚❃➌ç♣◆✐✬❜❞◗❻❱✗◗❙❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✕♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❞♣◆✐✬❥❸❢✴❜❦◗❙❱✗❱✭↔■❜❦❱✭✐❦❥❸♣◆✐✬❜❞♣❿✈✹❜❦◗❙❥♠❢
➓▲♣❛②❛❴❿♣①➌✲✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➛✣✂ Ò ➔❨Ý✑Ú❞Ý✭Ö❻Ï●ÒÔÕ✚×✲Ý↕➩❍↔❻Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐ ➢❻⑧①❹✴å➴⑧◆æ❄ê Þ é❡⑦✥✤ Þ ⑧ ÷ ➢❻é❯ÿ◆û ÷ ➛
ì♠éré í ☎✹➛ï❪❉➏✭❱❯❼✧✦➟➛✍★ Ú❄Ï ➎ Ð➑➛◆Ð①Ö▲Õ①×✏☛✬Ð✚×➑❒✚Ö▲Ð✚❮✹ÒÔÕ✚×Ø❐ ➛✸ý✵❚✘❱✭✐❦❥➉③✭✈①❢✴❩➋✈①❜❞◗❙❱❯❚✘✈①❜❞❥➉③✭✈r❷☎❪❉♣❛③✑❥♠❱✑❜s❴r➢✿é❡ÿ Þ ÿ❙➛
ì♠é❡⑧ í ☎✹➛ ✝✕➛✩✎▲◗❻②❙✈r❢❙♣✚➧✚✈❙➛✌➒❬❥♠✐❦❥♠③✯◗❙❷♠❱✑❜✌✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚✂➌ç♣◆✐❬❜❦◗❙❱✹◗❙❱✭❷♠❚✘◗❙♣r❷❸❜❞➏✹♣r✇▲❱✭✐✯✈✚❜❦♣r✐❬❥♠❢➋❜❦◗❙❱✘❱✑↔❉❜❞❱❯✐❞❥♠♣r✐❨♣①➌➠✈❿❜❞◗❙❥♠❢➐➓➟♣❛②❛❴
♣r➌☞✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➛✪✂ Ò ➔❬Ý✑Ú❦Ý✑Ö➟Ï➴ÒÔÕ①×✏✟✰➩Ó↔❻Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö❙❐ ➢➟⑧r❹✴åÔû◆æ✑ê❸é ÷ ❹ Þ ✤▲é ÷ é◆ér➢❙é❡ÿrû ÷ ➛
ì♠é Þ✚í ➎✕➛ï➘❨➛ ♥✲♣❉③✯➨❉❷♠❥❸❢❻❼①❜❞♣◆❢➦➛✣ ♦❷♠❱❯③✑❜❞✐❦❥♠③❯✈①❷❛♣◆❵❦③✑❥♠❷♠❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵✎❥♠❢✹➊✬❥♠✐❦❱❯❵❯➛ ☛✸Ú❞Ð ù ÐsÙ✬Ï ➎ Ý ú Õ✚❮✁➏✑Ú❄Ò✾➒✺➛◆Ý✜☛ ➎ ÒÜ×❸Ð➤❐✭Ð✯❰ ➎ ÒÔÓ✯Õ①× ú Ð❯Ó✭ÒÔÝ✭Ï➴❒ ➢
é❡ûrÿ■⑨❛➛
ì♠é ÷ í ➆ ❷●➩ ❥♠❢➦➛ à Õ①Ï➶Ó ➎ ÒÜÖ✛➛✴ÐsÙ❺✃✌❐❄❒✚❮✵❰⑥Ï➶Ð①Ï➴ÒÔÓ✫✟✍➐✑❰❙Õ①Ö❙❐❄ÒÔÐ✚Ö❻❐❁ÐsÙ ú Ð✚×➫↔❛Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐❁ÐsÙ✭✬❨Ð❇↔❛Ö❶➒rÕ①Ú❄❒✯✮➟Õ✚×✟↔❻Ý✍☛✸Ú❦Ð➨➏✭×❸Ý✑❮❁❐ ➢➟➧◆♣r❷♠❣❙❚✘❱
é❡❹◆⑧✕♣①➌➋➍ Ú❞Õ①Ö❙❐❄×❸Õ✚Ï●ÒÔÐ✚Ö↕ÐsÙ à Õ①Ï ➎ Ý✑❮✝Õ✚Ï●ÒÔÓ✯Õ✚× à Ð①Ö▲Ð➑➛①Ú❦Õ❦❰ ➎ ❐ ➛➍ý✵❚✘❱✭✐❦❥➉③✭✈①❢❇❩➋✈①❜❞◗❙❱❯❚✝✈✚❜❞❥➉③✭✈r❷☎❪❉♣❛③✑❥♠❱✑❜s❴◆➢✿é❯ÿrÿ■⑧❛➛
ñ☎ñ✻ò①ó❙ô❄õ✑ö❄ö
⑦r⑦ ø❁ù●ú ×❸ÕrÝ✭❒➤❐
ì♠é❆✠ í ⑩r➚s➘❨➛ ❲✵❱❡②❛❱✭❷♠❱❯③r➛ ✃❬Ó✯Ð❇↔❉❐❄Ï●ÒÔÓ✕Õ①Ö❄➒✆✟✺×❸Ý✯Ó✑Ï●Ú❞Ð✚❮✝ÕÓ➛rÖ▲Ý✭Ï●ÒÔÓ✫✟✜➩❍↔❻Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐ ➛➍❪❉✇❙✐❦❥❸❢❻❼r❱✭✐❡➢❻⑧①❹◆❹❙é◆➛
ì♠é❯⑦ í ❩➋✈r✐❦③❺î➦❱❯❢❙♣r❥♠✐❡➛❀ ➠❧◆❣➟✈✚❜❞❥♠♣r❢➟❵✺❥❸❢■❜❞❤❯❼r✐✯✈①❷♠❱❯❵✸❱✑❜✵✇❻✐❞♣◆➓❙❷❸❘❯❚✘❱❯❵✬②❛❱✜②❛❥❸â▲✐✯✈r③✑❜❞❥♠♣r❢➦➢⑥➘➠♣r❣❙✐✯❵➳ ➍❲❨❪❛P✎ý✗➢⑥⑧①❹◆❹ ÷ ➚s⑧①❹◆❹❬✠❙➛
ì♠é➤⑨ í î➍➛ ✉✬♣◆➓❙❥♠❢➦➛❛➭ Ð✚Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐❬❐●❰ ➎✄☎ Ú❄Ò✾➩Ó↔❻Ý❄❐➁➒◆Ý ➱ Ý ➛■Ý✭Ö❄➒✚Ú❦Ý✗Ý✑Ï▲Ù✑Ð✚Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐❨❐●❰ ➎✄☎ Ú❦Ð✱✰✾➒rÕ①×❸Ý✑❐ ➛✤☎✌✈r❣❛❜❞◗❻❥❸❱❯✐❝➚✃✝❬❥♠❷❸❷➉✈①✐✯❵❯➢➟é❡ÿ❬✠◆⑨❛➛
ì♠é❯û í ❩↕➛ ✝✕➛ è❙❱❡②❛♣r✐❦❴❉❣❙➨⑥➛♦P✺◗❙❱✜②❛❥♠✐❞❥➉③✯◗❙❷♠❱✑❜✵✇❙✐❦♣r➓❙❷♠❱✭❚❃➌ç♣r✐✬❜❦◗❙❱✜❷♠✈r✇❙❷➉✈r③✑❱✌♣◆✇➟❱❯✐❦✈①❜❞♣r✐✺❥♠❢✩❜❞◗❙❱✜❱✭↔■❜❦❱✭✐❦❥❸♣◆✐✺♣①➌➷✈✕❜❦◗❙❥♠❢❇➓➟♣❛②❛❴
♣r➌➠✐❦❱✭➧r♣◆❷❸❣❙❜❞❥♠♣r❢➦➛ ➆ ❢➻➍❶➎ Ý❦Ð①Ú❄❒➡ÐsÙ ú ↔✔➏✯Õ✚Ï ↔❛Ú❞Ý ➭ Ð✚Ú❄❮➆↔❛×❸Õ✚❐❿Õ①Ö❄➒✴Ï ➎ Ý✘✃➠❰◆❰▲×ØÒÔÓ✯Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐✧ÐsÙ ➭ ↔❛Ö▲Ó✭Ï➴ÒÔÐ①Ö❻Ö⑥Õ✚×☞✃❨Ö▲Õ①×Ø❒ ➓
❐❄Ò➉❐✕ÏÑÐ✡☛✸Ú❞Ð➨➏✭×❸Ý✭❮✕❐✝ÐsÙ à Õ✚Ï ➎ Ý✭❮✘Õ①Ï➴ÒÔÓ✯Õ✚×✲☛ ➎ ❒➤❐❄ÒÔÓ❄❐ ➢✿❢❉❣❙❚❁➓➟❱❯✐✌⑧❿❥❸❢➹é➤⑧①⑦❻➛➟ý✵❚✘❱❯✐❞❥➉③✭✈r❢➈❩➋✈✚❜❦◗❙❱✭❚✝✈①❜❞❥➉③✭✈①❷✲❪❉♣❛③✑❥♠❱✑❜s❴
P☞✐❦✈r❢❻❵❞❷♠✈①❜❞❥♠♣r❢❻❵❯➢➟é❡ÿrû❑✠❛➛
ì♠é❯ÿ í ❲✕➛ ❲✕➛ î☎❱✭➓▲❱❯②❛❱❯➧▲➛ ú ❰❙Ý✯Ó✭ÒÔÕ✚× ➭ ↔❛Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐✜Õ①Ö❄➒✝Ï ➎ Ý✭ÒÜÚ✕Õ❦❰◆❰▲×ØÒÔÓ✯Õ①Ï➴ÒÔÐ①Ö❙❐ ➛➠➒❨♣✚➧r❱❯✐✬♥♦❣❙➓❙❷♠❥♠③❯✈✚❜❦❥❸♣◆❢❻❵✭➢✿é❡ÿ■⑨r⑧❛➛
ìï⑧①❹ í è✸➛ ➜④➛ ⑩✜t❨❷❸➧◆❱✭✐❡➛ ✃❺❐❄❒✚❮❬❰▲ÏÑÐ✚Ï●ÒÔÓ❄❐✬Õ✚Ö❄➒❬❐●❰❻Ý❦Ó✭ÒÔÕ✚×✑Ù↕↔❛Ö⑥Ó✑Ï●ÒÔÐ✚Ö❻❐ ➛❉➘➠♣r❚✘✇❙❣❙❜❞❱✭✐✲❪❛③✑❥♠❱✭❢➟③✑❱➍✈r❢❻②✗ý✵✇❻✇❙❷❸❥♠❱❯②✕❩❇❱✑❜❦◗❙❱✭❚✝✈✚❜❦❥♠③❯❵✭➛
ý✬③❯✈r②❛❱❯❚✹❥➉③❺♥♦✐❦❱❯❵❦❵✭➢✿é❡ÿ■⑨ ÷ ➛
ìï⑧❛é í ✉✜➛ ➎✵♣◆❷❸❷➉✈①❢➟②❁✈r❢❻②✘î♦➛ï❪❉❥❸❚✘✇❻❵❞♣r❢☎➛➟è✎❥❸❢❻❥➑❜❦❱✑➚Ñ②❛❥➑â⑥❱✭✐❦❱✭❢➟③✑❱✵✈①❢➟✈①❷♠❴❉❵❞❥➉❵✲♣①➌⑥❱✭❚✘✇✝③✑♣r❣❻✇❙❷❸❥♠❢❙❼✌❜❦♣✌❜❞◗❙❥♠❢✝❵s❜❦✐❞❣❛❜✯❵♦✈①❢➟②❁➊✬❥♠✐❦❱❯❵❯➛
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